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为 了 帮助 同学 们 在 考研 复习 时 ， 能 够 在 较为 紧张 的 时 间 安 排 下 ， 有 效 加 深 对 概念 与 理论 
的 理解 ， 熟 练 掌握 常用 的 解 题 方法 与 技巧 ， 针 对 考生 的 实际 需要 ， 我 社 特 组 织 出 版 了 由 考研 
辅导 名 师 陈 启 浩 教授 编写 的 全 国 硕 士 研究 生 和 人 学 统一 考试 备考 用 书 。 

本 套 丛 书 分 别针 对 参加 数学 一 、 数 学 二 和 数学 三 考试 的 同学 ， 其 中 针对 数学 二 考试 的 包 
括 四 本 书 ， 分 别 是 : 

《2016 考研 数学 (二) 典型 题 6600》 (简称 《典型 题 660》) 

《2016 考研 数学 (二 ) 高 分 突破 1353》 (简称 《高 分 突破 》) 

《2016 考研 数学 (二 ) 真题 精 讲 与 热点 分 析 (2006 ~2015)》 (简称 《真题 精 讲 》) 

《2016 考研 数学 (二) 名 师 精 选 全 真 模拟 冲刺 题 10 套 》 (简称 《全 真 模拟 》) 

本 套 丛 书 是 陈 启 浩 教授 在 对 全 国 硕士 研究 生 和 人 学 统一 考试 大 纲 的 深入 研究 和 对 历届 考研 
真题 的 精细 分 析 的 基础 上 写成 的 ， 也 是 他 长 期 大 学 数学 教学 ， 特 别 是 近 十 几 年 来 考研 数学 畏 
导 的 结 品 . 

本 套 丛 书 ， 无 论 内 容 编写 还 是 解 题 方法 ， 都 比较 精练 、 新 颖 ， 富 有 启迪 性 和 前 脆性 ， 实 
用 性 、 针 对 性 也 很 强 ， 可 以 明显 提高 复习 的 效率 ， 它 既 贴 近 考纲 、 考 试 ， 又 贴近 考生 ， 是 广 
大 考生 值得 拥有 的 一 套 好 书 . 
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本 书 是 根据 最 新 的 全 国人 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 数学 二 的 考试 大 纲 编写 的 ， 则 在 指导 广 
大 考研 学 生 在 较 短 时 间 内 复习 好 考研 数学 (包括 高 等 数学 、 线 性 代数 ) 的 基本 知识 点 ， 掌 
握 参加 入 学 考试 所 必需 的 基本 概念 、 基 本 理论 和 基本 计算 方法 . 

全 书 共 分 六 章 ， 每 章 都 以 常 考 知识 点 为 核心 展开 ， 这 与 同类 的 考研 参考 书 有 很 大 的 不 
同 . 考研 数学 的 各 门 课程 中 ， 都 有 庞大 的 知识 点 群 ， 要 全 面 熟 练 掌握 它们 ， 对 考生 来 说 ,无 
论 在 时 间 上 还 是 在 精力 上 ， 都 是 巨大 的 挑战 ， 因 此 编 入 本 书 的 知识 点 ， 都 是 在 对 考纲 进行 深 
入 研究 和 对 历届 考题 进行 精心 分 析 的 基础 上 总 结 、 提 人 炼 出 来 的 ， 并 且 考 虑 到 作为 读者 对 象 的 
考生 都 学 过 或 初步 学 过 考研 数学 的 各 门 课程 ， 因 此 本 书 内 容 精 练 ， 循 序 渐 进 ， 贴 近 考 纲 ， 贴 
近 考 生 ， 特 别 适 合 时 间 紧 、 任 务 重 的 考生 备考 复习 . 

全 书 讲述 75 个 常 考 知识 点 ， 每 个 知识 点 都 由 “主要 内 容 ” 与 “典型 例题 ”两 部 分 组 
成 . 其 中 典型 例题 与 每 章 后 所 附 的 练习 题 都 是 经 过 精心 挑选 的 ， 它 们 既 具 有 代表 性 ， 又 贴近 
考题 ， 难 度 适 中 ， 而 且 书 中 的 例题 和 练习 题 的 解答 详尽 、 方 法 新 颖 ， 既 能 启迪 解 题 思路 ， 又 
能 加 深 对 各 个 知识 点 所 蕴涵 的 内 容 的 理解 和 应 用 . 因此 考生 通过 例题 的 学 习 和 练习 题 的 训 
练 ， 必 能 把 各 个 常 考 知识 点 真正 学 到 手 ， 做 到 在 较 短 时 间 内 复习 好 考研 数学 的 基础 知识 . 

学 无 止境 ， 考 研学 子 们 加 油 ! 
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参考 了 310 


章 ” 极 限 、 连 续 与 一 元 函数 微分 学 


函数 极限 与 左 、 右 极限 的 关系 


【主要 内 容 】 


1. 设 函 数 扎 x) 在 点 xo 的 某 个 去 心 邻 域内 有 定义 ， 则 limf(«) =4 的 充分 必要 条 件 是 


ee ) = lim f(x ) =4. 





注 (1) lim f(x) _ 4 对 任意 人 i 当 0<1x-xl <6 时 
有 | f(x)-Al <e. 
limf(x) =4S 对 任 间 。>0， 存在 6>0, 使 得 -85<x-xo <0 时 有 1 f(x) -41 <e 


limf(x) =4 全 对 任意 >0， 存在 56>0, 使 得 0 <x -xo <56 时 有 | f(x) -41 <e 
lim f(x ) 来 确定 limf(x ) 是 否 存在 . 


be XO 


通过 计算 其 左 极限 lim /xz) 和 右 极限 


2. 设 /x) 在 1 1 > N(CN 是 某 个 正 数 ) 内 有 定义 ， 则 lim/(*) = 4 的 充分 必要 条 件 是 
lim f(x) = lim f(x) =A4. 


注 ”limf(x) =4 人 对 任意 s>0， 存 在 C>0,， 使 得 | x| >G 时 有 | f(x) -41 <e 
lim A(x) =4S 对 任意 ae>0, 存在 G>0, 使 得 x< -G 时 有 | f(x) -41 <e 
lim f(x) =4 仿 对 任意 se>0,， 存在 G>0, 使 得 x*>G 时 有 | f(x) -41 <e. 


【典型 例题 】 
例 1.1.1 设 函 数 /(x 同和 富生， 求 极限 lim 太 z)， 
十 
精 解 ”由 于 
2 sin % <0， 
1+er % 
f(x) = 证 
2+e* sinx 





是 分 段 函数 ， 所 以 计算 它 在 分 段 点 x =0 处 的 极限 应 从 计算 左 极限 与 右 极 限 入 手 . 





天 6 考研 数学 (二 ) 典型 题 660 
2 














1 
2+e* snx 2+0 
1 = 1 -|=1 
8 
2 +e* Sin x 人 -> - 
lim f(x) = lim oe Tm 
X 一 "0 + >0+\1]+er* 部 x—0 e+l 1 


所 以 ， lim f(%) 三 本 
注 应 注意 lim 人 =0，lim 6 +%. 
x—0- w+ 
例 1.1.2 确定 使 极限 lim /(*) 存 在 的 常数 a 的 值 ， 其 中 
sin ax x<0 


V1 -cos x 


—-—In(l1 +x), %>0. 
by 


A(x) = 


精 解 ” 由 limy(*) 存 在 可 得 lim x) 和 lim f(x) 存 在 且 相等 ， 由 此 即 可 算出 a 的 值 








由 于 0 RE 
x—0 一 a0- V1 -cosx 0- -V2sin 7 _. 
lim fx) = lim [ -m1 +4) |= — lim e+) -1， 
x—0+ x—0+ 和 x—0+ 多 
2 


所 以 , 由 limfl(x) = limf(x) 得 -VyY2a= -1,， 即 a= 7 
二 “+ 


i . VA4x* +x—-l1+x+l 
例 1.1.3 求 极限 . 
or 
精 解 ”由 于 x 一 w 时 , x -1 与 4x? 相 比 可 忽略 不 计 ， 同 样 1 与 x 相 比 可 忽略 不 计 ，sin x 
与 ?2 相 比 可 以 忽略 不 计 ， 于 是 


VA4x* +x—-1l+x+l 、 4X2 +x . 2|1|x| +x 
= lim = lim =2 + lim 

















lim ， 
X 一 00 fx? +sin x YX 一 ”oo /x Xx—% | x| x | x| 
其 中 ， lim = lm 一 -= -1， lm = lm 一 =1. 
Xx —% x| x —% —% X 一 > 十 oo | x Xx>+%XN 


kf VA4x* +x—l1+x+l 
所 以 ,极限 lim 不 存在 . 
5 Vx +sin x 





两 个 重要 极限 


【主要 内 容 】 
两 个 重要 极限 是 
i ( + 二 =e( 或 lim(1 ee 


X 一 0 % MX 一 ”00 





第 一 章 ， 极限、 连续 与 一 元 函数 微分 学 < 
[3 





它们 的 推广 形式 是 





iis 多 =k 和 lim (! 十 2] = 
x—0 % X— 0 x 


注 ” 以 下 四 个 极限 也 是 常用 的 ， 应 与 上 面 两 个 极限 一 起 记 住 : 





人 一 党 
x—0 和 到 % 2 


【典型 例题 】 


例 1.2.1 计算 极限 im [一人 | 





精 解 用 重要 极限 li | 1 + 二】 =。 的 推广 形式 计算 








和 下 . 1 i 
mei] -| a) 
六 % 
_ 1 
lim ( 十 = . lim ( 十 | 
X— 0 X Xx—>00 多 
三 二 eb 
e “ee 





例 工 2.2 已 知 lim 于 全 3， 求 极限 lg (x). 


精 解 由 题 设 知 lim[ V1 +f(x)sinx—-1]=0, Blim f(x) sin x =0, 所 以 ， 























_ flx)sinx e -1 
Jim fg) = ex*—1 sin % 
e*—1l 
. | V1l+f(x)sinx—1 /I FRA a 2x 
=lim Se (V1 +f(x)sinx+1) ET (1) 
2 x 
二 1 4 、 
其 中 lim v1 SEE 1 -3( 题 设 ) ， 
x—0 e 一 一 1 
lim( vl +f(x)sin x+1) = vl +0 +1 =2, 
x—0 
2x _ =2x La 
lim® Lt lim® LL 
“0 2% 10 1 
ji 1 
x0 xX 
将 它们 代入 式 (1) 得 
limf(x) =3 x2 x = 12. 





x—0 
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例 1.2.3 求 使 得 极限 lim f(x) =1 的 常数 a 和 4b， 其 中 函数 




















es = -1<x<0， 
fx) = sin x 
lIn(1 + bx) Vara) 
VI+x—- v1-—x 
精 解 由 lim f(x) =1 知 limf(x) = limf(x) =1， 
NX x—0- %—0+ 
x2 
即 lim 5 +e]= tm ln + by) =1, (1) 
名 一 二 SINn % 0+ VI +x— Vl-x 
x2 2 
其 中 mm 全 +a)= lim (7 工 +e=1xlx0+ra=e， 
wo0-\ Sin % 0-\ 人 MX sin x 





. In(1 +bx) 1 + + 
lim = lim ( VI +x+ V1-x) 
0* ST FR Vx em0+ 


时 lim Cl + be) im Ot b| | 寺 关 三 大 
js0+ x x 
将 它们 代入 式 (1) 得 a =b=1. 
无 穷 小 的 比较 


【主要 内 容 】 


1. 无 穷 小 的 比较 
如 末 limf(x) =0( 或 limf(x) =0， 或 limf(* ) =0)， 则 称 f 作 x) 是 x 一 xo( 或 x 一 xo ， 或 


XX0 ) 时 的 无 穷 小 ; 

如 果 lim f(x) =0( 或 lim f(x) =0,， 或 lim f(x%) =0); 则 称 了 (x) 是 x 一 % (或 x 一 一 oo ， 
或 4 一 +%w ) 时 的 无 穷 小 

以 x 一 xo 的 情形 为 例 叙 述 两 个 无 穷 小 的 比较 : 

设 a(x), B(x)( 其 中 B(x) 关 0) 都 是 x>xo 时 的 无 穷 小 . 

















如 果 Jim 人 (9 =0， 则 称 a(*) 是 比 B(x) 高 阶 的 无 穷 小 ， 记 为 a(*) =0(B(*)); 
如 果 lim 人 0) = ， 则 称 a() 是 比 B(x) 低 阶 的 无 穷 小 ; 
如 果 lim8t2 = cx0， 则 称 az) 与 B(x) 是 同 阶 无 穷 小 当 B(x) =b(x -so) 人 (其 中 心 


是 常数 ， 且 1 关 0, 大 >0) ， 称 we(x) 是 大 阶 无 穷 小 ， 特 别 当 c=1 时 ， 称 w(x) 与 B(x) 是 等 价 
无 穷 小 ， 记 为 a(x) ~B(Cxz)(x 一 >xo )， 

2. 党 用 等 价 无 穷 小 

x 一 0 时 ， 以 下 的 等 价 无 穷 小 是 党 用 的 : 


sin x ~X, tan Xx~X, arcsin Xx ~X, arctan x ~2X， 


第 一 章 ， 极限、 连续 与 一 元 函数 微分 学 < 





ln(1+%)~x，er-1~Yy，(1+x)4-1~Ax(A 天 0)， 1 -cos % ~. 


3. 等 价 无 穷 小 代替 定理 
设 盖 xo 时 ， 无穷 小 a(x), ai(x), B(x), Bi(x) 满 足 a(x) ~al(x), B(x) ~Bi(x). 











Q(x) 二 由 CC x) , Q(x) 
RT 
这 里 的 Xo 若 改 为 Xo ，X0 ，oo ， +% 或 -% , 上 述 结论 仍 成 立 . 
【典型 例题 】 


例 1.3.1 (单项 选择 题 ) 设 当 x-0 时，(1 -ceosx)in(l1+ 和 2) 是 比 x sin x" 高 阶 的 无 穷 
小 ， x sin x”" 是 比 em -1 高 阶 的 无 穷 小 ， 则 正 整 数 m 为 ( 站 

A.1 B.2 C. 3 D. 4 

精 解 ”通过 寻找 x 时 (1 -cosx)ln(1+ 籽 2)，x sinxn 及 e” -1 的 等 价 无 穷 小 即 可 算得 
n 的 值 . 

因为 当 x 一 ”0 时 





(1 -cosx)ln(1 +x?) -3 Xe = x 


- +1 
XY SinX ~X* Xx =X" , 


6” =1 
所 以 ， 由 题 设 知 4>n+1>2， 即 n=2， 因 此 选项 B 是 正确 的 . 
例 1.3.2 求 极限 lim | 
0+] 一 cos Vx(l1 -cosx) 
精 解 ”由 于 x 一 0 时 ， 

















er -1 ~ 好 
1 1 1 1 1 
四 加 2 ,3 
] -cos VX(1 -cosx FL Vx(l cos x) ] 7*(1 cos x) Jt FY = 
3 三 本 3 
所 以 ，lim = lim -> — =4. 
30+] 一 cos Vx(l1 -cosx) 0+ 1 ,3 
4 
例 1.3.3 求 极限 lim( cos x ) se， 
精 解 ”利用 公式 42 =e*" 得 
(cos x) csc2x 三 ecsc ln cos x ， 
然后 计算 limese x ln cos x 即 可 . 
由 于 limcsc x lncosx = a So- Wald + Lon 7 = 
—0 x 0 sin’ x x—0 Sin % 
1 > 
-1 cosx 一 T_Tinm 2 ne 1 
x 一 "0 x2 0 x 2 > 


所 以 ， lim( cos x) csc2x = elimese ln cos x 三 着 -去 = 


注 ”应 记 住 公式 4; =e*"4， 它 可 将 客 指 函数 转换 成 指数 函数 . 
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X(er -1) +(VIL+X3 Te 
% 





例 1.3.4 求 极 限 lim 
X 一 中 





1 一 cos X% 
X(er -1) +(VL+x3 i 
精 解 lim 二 
x—0 1 —cosx 





]i me -1) ,，VI+ 妇 -1 | 
+ lim * limx sin 一 ， (1) 
ee Wa x—0 区 
me 一 了 
大 =] =2 
中 ， i 0 1 2 ” 


2 





由 53 
TeT 
lim 三 


= lim 
OX(1 —cosx 0 1 
cx 于 二 本 





limx sin 二 =0( 利用 无 穷 小 的 性 质 ， 设 xxo 时 ，a(x) 是 无 穷 小 ，B(x) 在 点 so 的 基 
个 去 心 邻 域内 有 界 ， 则 lima(x)B(x) =0). 

















将 它们 代入 式 (1) 得 
a 
lim i 二 =2+1x0=2. 
f(x) 
ln 1 + 一 一 一 
例 1.3.5 ee =5， 求 极限 lim 2 
0 3 一 1 
uv 
精 解 ”由 题 设 lim Se =5 (1) 
x—0 3*—1 
得 in + ]=0, 即 lim A ) =0， 并 且 lim f(x) =0. 
于 是 由 式 (1) 得 
f(x) 
5 = Jim sin2x _1i f(x) m/s ) 


x XIn3 2 ]n3 . x *. sin2x -二 Slim X2 





因此 ， i = 101n3. 
0 作 


【主要 内 容 】 
函数 在 点 xo 处 连续 的 概念 
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设 函 数 扎 xz) 在 点 xo 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 如 果 
limf(x) =Kao)， 

则 称 了 (x) 在 点 xo 处 连续 . 

函数 f(x) 在 点 xo 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 在 点 xo 处 既 左 连续 ( 即 lim f(x) = 
f(x0) ) 又 右 连续 ( 即 lim f(x) =/(xo))， 即 lim f(%) = lim f\%) =f(xo). 

2. 函数 在 开 区 间 (c，b) 内 和 闭 区 间 [c， 旭 上 连续 的 定义 

如 果 函 数 /(x) 在 (a, 5) 的 每 一 点 处 都 连续 ， 则 称 f(x) 在 (a, 5) 内 连续 . 

如 果 函 数 Ax) 在 (a, 5) 内 连续 ， 且 在 点 x=a 处 右 连 续 , 在 点 x = 处 左 连续 ， 则 称 
f(x) 在 [a， b] 上 连续 . 

注 初等 函数 在 其 定义 域 区 间 内 或 定义 域 区 间 上 连续 . 





【典型 例题 】 
In 0 ge 
1 -sin| 到 
例 1.4.1 设 函 数 f(x) = [3 问 /(x) 在 点 «=1 处 是 否 连续 ? 
4 
BE x=1, 


精 解 按 定义 只 要 检验 limx) =/(1) 是 否 成 立即 可 . 

















4 
由 f(1) = -一 ， 
T 
a 令 二 和 二 
jp) _lim 卫 cos(Y 一 1) i 1 Ti ln cost 
下 | -sin( Fe | 1 -eos (1) 
2 2 
jim! + (cost—1)] im EE 
= -eos (BF) “二 ( 刍 | 
2 2. 2 
2 _4]ml -ct _4 .1- -4 
0 工 2 Tz Tm 
Hlinyl x) =f(1)， 所 以 f(x) 在 点 x=1 处 连续 . 
6 三 训 x<0 
X Sin -一 
例 1.4.2 设 函 数 所 xz) = x =0 在 点 x=0 处 连续 ， 求 常数 a, 2. 
3 
In(1+x-) , wD 
V1l+x” -1 
精 解 ”根据 f(x) 在 点 x=0 处 连续 的 充分 必要 条 件 有 
lim f(x) = lim f(x) =f(0), (1) 
x—0- Ad 
ax? 2 
lim < = = lim -到 =4a， 


其 中 ,limf(x) = 
wi 


0 sin SS 
4 
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3 
0 2， 
x—0+ Xx—0+ /1 + =] a 
Pay 
将 它们 代入 式 (1) 得 
4a =2 =b,， 即 a= 广 ， b =2. 


例 1.4.3 设 丽 数 /Caz) = 点 [| 2 二 Se 衬 ]】 -1]， 那 么 如 何 定义 (0) 的 值 ， 使 得 (x) 在 点 


x =0 处 连续 ? 
精 解 ” 由 函数 在 点 x =0 处 连续 的 定义 知 ， 只 要 

















定义 
0) 一 im f(x) 
即 可 .由 于 
[ 十 COS 
TT el 
WA 0 
其 中 ， 人 十 COS *] -1 er wn + Cos% 
3 3 
四 cosx-1) _1 加 ~ _1 .1 
-am 人 1+ 3 ] 3*(1 cos x) 本 
-= (x—0) 
将 它 代入 式 (1) 得 
ee 1 
1 =]i 一 
6 
因此 ,定义 /(0) = -二 ,使 得 /(x) 在 点 4=0 处 连续 
1 +x2er 
本 X<0， 
、 ww + ,pr zw 
例 1.4.4 设 丽 数 f(x) = ml 试 将 /(x) 的 定义 域 扩充 到 ( - %，+%)， 
X +4x— 
= 


x2 x1 
并 使 Kxz) 处 处 连续 ， 目 在 (0,1) 内 的 图 形 是 关于 直线 * = 了 对 称 的 抛物 线 . 
精 解 ” 显 然 fx) 在 ( - % ,0)U (1，+% ) 上 连续 ， 设 (0,1) 上 的 抛物 线 方程 为 y = 
cz- 于】 + 和 要 使 Fa 在 ( -wm，+w) 上 连续 ,必须 在 *=0，1 上 连续 ， 即 常数 4，, 6 应 
满足 














尼 之 党 
lim [a(*- 3 +6|= Wn 
0- V1 +2x7 


1Y . x2 +4x-5 
Ome et 


第 一 章 “ 极限 、 连 续 与 一 元 函数 微分 学 < 














[9 | 
Fa +b0=1, . 
即 解 此 方程 组 得 a =3， 5 = 本 

097 +b =2. 

1 +x2ex we 

VI +2x2 
所 以 ， 扩 充 定义 域 后 的 Ke) = |3{* -于 】 + 子 ， 0<x<1, 

x +4x—5 1 

2x2 -x-l 

函数 的 间断 点 

【主要 内 容 】 


1. 函数 间断 点 的 定义 

如 果 函 数 /(x) 在 点 xo 处 不 连续 ( 即 limf(%) 不 存在 ， 或 f(x%) 在 点 xo 处 无 定义 ， 或 虽然 
limf(%) 与 J(xo) 都 存在 ， 但 它们 不 相等 ) ， 则 称 xo 是 f(x) 的 间断 点 . 

2. 函数 间断 点 分 类 

(1) 第 一 类 间断 点 

设 so 是 fx) 的 间断 点 ， 如 果 lim/(x) 与 lim/(%) 都 存在 ， 则 称 xo 是 f(x) 的 第 一 类 间断 


点 . 特别 当 lim/(%) = lim f(x)( 即 limf(x) 存 在 ) 时 ， 称 xo 是 f(x) 的 可 去 间断 点 ; 当 


(2) 第 二 类 间断 点 
设 xo 是 f(x) 的 间断 点 ,但 不 是 第 一 类 间断 点 ， 则 称 xo 是 了 (x) 的 第 二 类 间断 点 ， 特 别 当 
limf(x) =%,， 或 lim f(x) 三 的 ， 或 lim f(x) =% 时 ， 称 xo 是 了 (x) 的 无 穷 间 断 点 ， 它 是 常见 


的 第 二 类 间断 点 . 
【典型 例题 】 
arcsin( ax3 ) ,<0 
oC V1L+XY 1) 
例 1.5.1 设 函 数 f(x) = 16， x =0, 问 常数 a,，&b 为 何 值 时 ，x =0 是 f(x) 
ee + -1 
] —cos2x ” 30 
的 可 去 间断 点 . 


精 解 ” 根 据 可 去 间断 点 的 定义 有 
lim f() = lim f(x) #1(0) ， (1) 
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1 3 
其 中 ，lim f(x) = lm _arcsintar ) -im 0, 
0 -2 人 VI+x-1) “507 2 .1 





2 

ax? 2 _ ax? 四 必 

lim f(x %) = lim 一 t= lim te wy 
x—0+ x—0+ 一 COSLYX MX 一 0 + —(2x)? 





1 . ceo -1 1 
= im + -= 于 (e+rD， 


a0+ 区 
/(0) =2. 
将 它们 代入 式 (1) 得 
1 1 2 
= (2+1) #0, 即 4 = 地 ， 0 天 本 
X<0， 
例 1.5.2 设 函 数 J(x) = 4 -0 求 /(x) 的 间断 点 ( 需 指 明 类 型 ) 与 连续 区 间 
x>0, 
(即使 x) 连续 的 区 间 ). 


精 解 ” 当 x <0 时 , f(x) = so “是 连 连续 的 ; 当 x >0 时 , f(x) =3 +xe 地 除 在 点 x=1 处 
外 ， 人 处 处 连续 ， 所 以 f(x) 的 可 能 | i 1 
由 于 lim /(*) = ih Ms 
De 从 x—0+ x0+ 


im pw) 三 Unmyta) =f/(0)， 所 以 x=0 不 是 孔 数 fx) 的 间断 点 ， 而 是 连续 点 
由 于 limf(%) = lim (3 +xe™T) = o ， 所 以 ,x =1 是 /(x) 的 第 二 类 间断 点 ， 且 是 无 穷 


综 上 所 述 , f(x) 有 了 唯一 的 间断 点 x = 工 第 二 类 间断 点 ， 且 是 无 穷 间断 点 ) ， 连 续 区 间 为 
(-o，1) 和 (1，+oo). 


例 1 5.3 We 


精 解 ” 由 于 f(x) = % -是 初等 函数 ， 它 的 间断 点 为 分 母 为 零 的 点 ， 即 x = 0， 











+]，+2， 
2 
由 于 lim f(x ) =lim -并 四 三 5 
zx-0SinTX rr0 TX T 
lim f(x = a de i -2+31-t) 
x x -1SINTX 1—0 一 SinTL 
_Tin 红 一 2 +31 -0)_2 
1—+0 一 人 mT 

















且 由 f(*) 是 偶 函 数 可 得 lim f(x) = 


TT 


此 外 , 对 k= +2，+3,…， 有 


第 一 章 “ 极限 、 连 续 与 一 元 函数 微分 学 < 








二 
lim = oo 


zx 天 SInTTX 


所 以 ,f(x) 仅 有 3 个 可 去 间断 点 ， 它 们 为 x=0，-1, 1. 
例 1.5.4 求 函数 fx) -5 + 二 的 无 穷 间断 点 














精 解 f(x) 有 间断 点 x= -1, 0, 1. 
由 于 lim 一 证 
x——1 一 1 % 
es 
x+l1 
MX2 一 区 1 
a 
7 
=lim- 和 = Jim 一 不 存在 ， 但 不 为 无 穷 大 ， 
a | | x| ao0| x 
lim f(x) lim 二 < 和 
= w= = x 


2 区 1 
-四 人吉- 世 
所 以 ,f(x) 只 有 一 个 无 穷 间 断 点 ， 即 x = -1. 


闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


【主要 内 容 】 


1. 最 值 定理 

设 函 数 在 [a, 5] 上 连续 ， 则 f(x) 在 [a, 5] 上 必 有 最 大 值 W 与 最 小 值 冯 ， 即 存在 所 ， 
如 6b]， 使 得 f(&) =M, f(é) =m. 

介 值 定理 

0 5] 上 连续 ， 则 对 介 于 f(xi)，f(x2) (x1，xo e [a, 0) 的 任意 实数 e， 
存在 介 于 xi 与 x, 的 E， 使 得 f(é&) =c. 

特别 地 ， 当 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ， 其 最 大 值 与 最 小 值 分 别 为 MM 与 m 时 ,对 任意 ce 
[m,，M]， 存在 ée[a, b], 使 得 f(é) = 

3. 零点 定理 

设 函 数 f(x) 在 [a, 5b] 上 连续 ， 且 f(a) :f(b5) <0， 则 存在 ge (a, 5b), 使 得 f(&) = 0. 

零点 定理 有 多 种 推广 形式 ， 例 如 ， 

(1) 设 函 数 /(x) 在 [a, 5] 上 连续 , 且 /(a) .f(b5) 二 0， 则 存在 &e[a, 5], 使 
得 f(&) =0. 

(2) 设 了 水 数 f(x) 在 [a，+% ) 上 连续 ， 且 f(a) * lim A(%) <0， 则 存在 &e (a，+%)， 
使 得 /(é) =0. 
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【典型 例题 】 
例 1.6.1 设 丽 数 /(x) 在 [a,， 5b] 上 连续 , /(a) =/(5)， 证 明 : 存在 Ee [4,5]， 使 得 
AH) s/s+3°) 
宵 解 ， 由 于 本 题 不 是 证 明 存在 g， 使 得 /(&) =0， 而 是 证 明 /(&) =/( 
要 作 辅 助 函 数 ， 它 可 按 以 下 方法 得 到 
将 欲 证 等 式 中 的 & 改 为 * 得 
1x) =/ (+ 








4)， 所 以 需 








“， 即 f(x) -/ (e+ 与 + 
于 是 作 辅 助 函 数 FCz) = -zi 天 ) 具体 证 明 如 下 ， 


< 
ll 
SS 


























记 Fx) =/(s) -f(x+53), 则 F(x) 在 [a， 号 *] 上 连续 , 且 
ra) [= [Ko -A (2 ) -a0)] 
=- [Ko -7( 轩 ?及 ( 竺 *)-K2]<0， 








所 以 ， 由 连续 函数 零点 定理 (推广 形式 ) 知 ， 存 在 ge [a， “2]cLa, 6]， 使 得 


F(6 =0, B/E) =f (s+3°) 


例 1.6.2 设 函 数 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ，[c,，d] C[a, 5] ,证明 : 对 任意 正 数 p，g， 
存在 Ee1c，d]， 使 得 





ZKc) +qf(d) =(p+9g)f(é). 
精 解 ”在 [c，d] 上 对 f(x) 利用 连续 函数 性 质 即 可 . 
由 于 (x) 在 [ce， d] 上 连续 ， 所 以 存在 x， x Elc, d] 使 得 
f(x1) =m (f(x) 在 [c,d] 上 的 最 小 值 )， 
f(xs)=M (f(x) 在 [c，d] 上 的 最 大 值 ). 
由 于 p，g 都 为 正 数 ， 所 以 
(p+q)mspf(c) +qf(d) (p+q)M, 
即 <, Fae) +afd) ] <M. 
于 是 由 连续 函数 的 介 值 定理 知 ， re [c，d] ， 使 得 
Lo) +qf(d) ] =f(é), 
即 pf(c) + qf(d) = (p +9q)f(é). 
例 1.6.3 证 明 ; 方程 | x| +|x|7 = 了 cos x 有 且 仅 有 两 个 实 实 根 . 
精 解 ”显然 x =0 ee 
记 F(z) =1x14+1xl -cos x, 则 它 是 连续 的 偶 函 数 ， 于 是 只 要 证 明 方 程 F(x) =0 
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在 (0，+% ) 上 有 且 仅 有 一 个 实 根 即 可 ， 故 可 考虑 应 用 连续 函数 的 零点 定理 (推广 形式 ). 
容易 看 到 ， 由 于 (0)… Tim F(x) <0， 所 以 由 连续 函数 零点 定理 (推广 形式 ) 知 方程 


F(x) =0 在 (0， 4% ) 上 有 实 根 . 下 面 证 明 实 根 是 唯一 的 . 

首先 ， 在 (0, 1) 内 | x| 1 |x| 7=x?, -cos * 都 是 单调 增加 机 冰 数 ， 所 以 F(x) 
是 单调 增加 函数 ， 从 而 方程 F(x) =0 在 (0, 1) 内 的 实 根 是 唯一 的 其次， 当 x 三 1 时 ， 
F(x) >0， 即 方程 f(x) =0 在 [1，+ % ) 上 无 实 根 . 由 此 得 证 方程 F(x) =0 在 [0，+%) 上 
有 唯一 实 根 . 








从 而 方程 1 x1 了 二 |%|l -eos x=0 有 且 只 有 两 个 实 根 . 
数列 极限 存在 准则 
【主要 内 容 】 


数列 极限 可 以 用 数列 极限 运算 法 则 计算 ， 也 可 将 其 看 做 函数 极限 用 函数 极限 的 计算 方法 
来 计算 ， 但 当 用 这 些 方法 不 易 计 算 时 ， 还 可 用 数列 极限 存在 准则 计算 数列 极限 . 

数列 极限 存在 准则 有 以 下 两 条 

准则 了 ” 设 数 列 |x, | ，|y,} 和 |z,}， 如 果 y, <x, sa(=1, 2，…)， 且 limy， = limz, =4， 


no 





则 lim x, =4. 

注 (i) 对 数列 |x, } 使 用 准则 工时 ， 可 通过 适当 缩小 与 放大 x, ， 寻 找 数列 1y | 和 |z,|. 

(站) 对 函数 也 有 类 似 准则 了 的 极限 存在 准则 . 

设 函 数 J(x)，g(x) ,h(x)， 如 果 g(x) 夸 f(x) 万 h(x) (在 点 xo 的 某 个 去 心 邻 域内 ) 且 
limg(x) = limh(x) =4; 则 limf(x) =4., 

设 函 数 f(x)，g(x)，, h(x)， 如 果 g(x) f(x) 二 h(x) (在 1x1 >N, N 是 某 个 正 数 )， 
H limg(%) = limh(%) =4, 则 limf(%) =4. 

准则 卫 ” 如 果 数 列 |x, | 单调 不 减 (单调 不 增 ) ， 且 有 上 界 ( 下 界 ) ， 则 lim x, 存在 . 

注 ” 当 数列 |x, | 是 用 递 推 式 定 义 时 ， 通 常用 极限 存在 准则 下 计算 这 一 数列 的 极限 ， 一 
般 来 说 ， 准则 卫 只 能 确定 数列 极限 的 存在 ， 日 在 某 些 情 况 下 ， 在 确定 其 极限 存在 后 还 能 算出 
这 个 极限 值 . 























【典型 例题 】 
例 1.7.1 求 数列 极限 lim ,1+ 六 + 地 +… + 

















精 解 记 %=1+ 广 + 二 +… + 由 ,显然 数列 |4,| 的 极限 不 能 用 数列 极限 的 运算 法 则 


计算 ， 也 不 能 转换 成 函数 极限 后 用 函数 极限 计算 方法 计算 ， 因 此 考虑 应 用 数列 极限 存在 准则 
I 计算 . 
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由 于 ee 
用 n 用 


nn 项 
人 时 十 ] i+: +1 =Vm， 
n 项 


并 且 1lim1l = lim Vn =1， 所 以 由 数列 极限 存在 准则 工 和 得 lim x =1， 即 


no 





a 1 1 
lim /1+ 二 +…+ 一 =1. 
im 和 


no n 


注 ”应 记 住 lim Vn = 


no 


(2n -1) 
例 1.7.2 设 x, = 二 4 Cn 5 求 极 限 lim ww。 


精 解 ”用 数列 极限 存在 准则 1 计算 lim%,， 因 此 对 w， 作 适 当 缩小 与 放大 . 











由 2 = Ey 




















2n 2 1 
”1:3 (2n-1) 1 3 si 部 2n 
” 2.4 2n ~ 2 4 2n 3 5 2n+l1 
2.4 “2n 记 作 
3.5 oe ls ys 
了 1.3 (20-1) i i _ 1 
2 ee 
1 
即 Qmail 
Hlim0= lim 元 二 =0， 所 以 由 数列 极限 存在 准则 工 得 lim w =0. 
例 1.7.3 设 x =10， xi1= V6+x (=1，2，…)， 求 极 限 lim x,. 


精 解 由 于 {x,| 是 由 递 推 式 定义 的 ， 所 以 用 数列 极限 存在 准则 下 计算 lim x 
xx =10>3，z =4>3,， 2 = V6 +4 >3,，… 依 次 类 推 可 得 x >3 (=1，2，…)， 即 
|x 有 下 界 . 








6+2 -mh (—x,+3)(x, +2) 
由 于 xx， 一 Xn 二 6 Xn — Nn = EG ,三 n n 
0 V6 + + on Ot, + 

以 1 ,| 单调 减少 ， 从 而 由 数列 极限 存在 准则 工 知 lim w, 存在 ， 记 为 4. 


递 推 式 两 边 令 n 一 % 取 极 限 得 


<0( =1,，2，…)， 所 








0+4， 
此 方程 仅 有 解 4=3， 所 以 lim 多 三 和 


2(1 + 、 
例 1.7.4 设 w >0， Ba a, 2，…) ， 求 极限 lim x 
Nn 7 一 > 00 


精 解 由 于 |x, | 是 由 递 推 式 定义 的 ， 所 以 用 数列 极限 存在 准则 工 计算 im x， 


no 








显然 x, >0(n=1, 2,…)， 并 且 














X 
=1 + — <2 =1, 2, …: 
十 再 < (n 2 和 Ds 
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所 以 ，{x | 既 有 下 界 又 有 上 界 . 

下 面 考虑 |x,} 的 单调 性 . 由 于 

2(1+x 2-x? +x =0, 0<x 和 2， 
2 2 2 + (a) 1 
| Xl we! <0， xj >. 
YI 2 2 = y 
当 0<xi V2 时 ， xs =2 - 5 0 同 理 可 证 x 2(n=3, 4, …). 由 
eh 

此 可 以 推出 ， 对 n=1, 2， "A a x ) 宇 0， 从 而 此 时 ，|x, | 单调 不 减 . 

we 2 一 

当 xj >w2 时 ，>， 5 同 理 可 证 x, >w2(z =3，4，…)， 由 此 可 

a yi 

以 推出 ， 对 n=1， 2， … 有 xi 人 WI Xi ) <0， 从 而 此 时 ， [x | 单调 减少 . 


由 以 上 分 析 可 知 ，|x,1 按 0 i xl > 以 可 为 单调 不 减 有 上 界 的 数列 或 单调 减少 有 
下 界 的 数列 ， 因 此 由 数列 极限 存在 准则 工 知 lim w 存在 ， 记 为 4. 


递 推 式 两 边 令 n 一 % 取 极 限 得 
A 
Ne 即 4= +2. 





由 于 x >0(n=1，2,，…)， 所 以 A4=0， 从 而 4 = -不合 题 意 ， 售 去 ， 由 此 得 到 
lim x, = 从 . 


no 


函数 可 导 与 导数 的 概念 


【主要 内 容 】 
1. 函数 在 点 x 处 可 导 与 导数 的 定义 
设 函数 (x) 在 点 mo 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 如 果 极限 
f(x) - 灰 z) [ _ fxo +%) -A | 





wx0 和 一 X0 xz0 
存在 ， 则 称 f(x) 在 点 xo 处 可 导 ， 且 称 这 个 极限 的 值 为 f(x) 在 点 xo 处 的 导数 ， 记 为 广 (xo ) 
三 da) 

本 





注 “函数 在 点 xz 处 可 导 ， 必 在 点 xo 处 连续 ， 但 反之 未 必 正 确 . 
) 在 点 xo 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 在 点 xo 处 的 左 导数 /7 (wo) 
注 ym 是 分 肥 孙 数 的 分 段 点 时 ， 要 判定 ja) 在 点 xo 处 是 否 可 导 或 在 计算 了 '(xo) 时 ， 


都 需 利 用 上 述 结论 . 
2. 函数 在 开 区 间 (a, 5) 内 可 导 与 闭 区 间 [a, 5] 上 可 导 的 定义 
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如 果 f(x) 在 (a,5) 内 的 每 一 点 处 都 可 导 ， 则 称 fx) 在 (a, 5) 内 可 导 ， 并 且 可 定义 一 个 
以 (a,5) 内 每 一 点 的 导数 为 函数 值 的 函数 ， 称 为 f(x) 在 (a, 5) 内 的 导 函 数 ( 简 称 导 数 )， 记 

如 果 f(x) 在 (a, 5) 内 可 导 ， 和 且 在 点 x=a 与 x = 处 分 别 存在 右 导 数 请 (ac) 和 左 导 数 
了 2(2), 则 称 fx) 在 [a,5] 上 可 导 ， 并 且 可 定义 一 个 以 [a, 5] 上 每 一 点 的 导数 (注意 ; 点 x= 
a 处 为 石 导数 (a) ， 点 x =b 处 为 左 导数 1 人 (5) ) 为 函数 值 的 函数 ， 称 为 人 x) 在 La, 5] 上 的 
导 函 数 (简称 导数 )， 记 为 1(x). 





【典型 例题 】 
In(1 -x), -1<x<0, 


精 解 ” 由 于 x=0 是 f(x) 的 分 段 点 ， 所 以 可 通过 计算 (0) 与 1;(0) 计 算 f'(0). 
显然 0) =0， 所 以 














In(1 -x’) 一 和 
m 一 











i ld Wh 
x—07 X 一 0 X07 你 xm0- % 
ji 
f1(0)= Wa A = lim 二 = We 
X07 x-0 0+ 多 0 % 


因此 , f'(0) =0. 

例 1.8.2 设 函 数 /(x) 在 ( -w% ，+%) 上 有 定义 ， 且 在 [0, 2) 上 f(x) =x(x -4). 又 
设 对 任意 xe (一 ，+% ), f(x) 满 足 f(x) =4Y(x+2)， 求 能 够 使 f(x) 在 点 x=0 处 可 导 的 
常数 

精 解 ” 先 写 出 f(x) 在 点 x=0 的 某 个 邻 域 , 例如 ( -2，2) 内 的 表达 式 ， 然 后 由 (0) = 
J (0) 可 得 大 值 . 

由 题 设 知 ， 当 xe[0, 2) 时 , f(x) =x(x2 -4), 于 是 当 xe( -2, 0) 时 ， 有 x+2es(0， 
2) ， 此 时 

fx) =kf(x +2) =E(x +2)[ (x+2) -4] =kx(x +2) (x+4), 
kx(x +2) (x+4), xe( -2, 0), 
WS w(x2 -4) ， xe[0, 2). 
为 使 f(x) 在 点 x=0 处 可 导 , 上 必须 满足 
六 (0) =f, (0), (1) 


jim kx(x+2)(x+4) Sh 


x—0- % 





pe 
Rd 00) J x—0 


fa) -HO _ 1 sR -) ， 
x—0 


x—0+ % 


三 (0) = lim 


X0+ 

将 它们 代入 式 (1) 得 
1 
8k= -4 即 b=- 方 
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工 - vl-x% x<0 
例 1.8.3 设 函 数 f(x) = by ' 求 能 够 使 (x) 在 点 x=0 处 可 导 的 常数 
a + bx, x 三 0,， 





精 解 ”由 于 要 确定 两 个 常数 a,，5， 所 以 需要 有 两 个 方程 ， 其 中 之 一 当然 是 /人 (0) = 
了 (0). 男 一 个 方程 可 以 利用 “ 0 连续 ”， 即 要 使 f(x) 在 点 x =0 处 可 导 ， 必 然 要 使 Kx) 
在 点 x =0 处 连续 . 

由 以 上 分 析 知 ，a, 5 必须 满足 














f(0) = lim f(x), (1) 
x—0- 
Pu OC (2) 
由 式 (1) 得 
二 
i _1 
ee % 要 % 2 , 
将 式 (3) 代 入 式 (2) 
1- Vx 1 
. x 2 1 1+(1-x) -2 Vi-x 
b = lim = 一 lm 
X 一 0 一 % SH % 
_ 1. (1 AE 1 人 A _1Y_ 1 
2 2 -im ] = 二 x( ee 


例 1.8.4 设 函 数 /(x) 在 点 x=1 处 可 导 , 且 f(1) =0, f'(1) =2， 求 极限 


Lim A 
x—0 x +xtan x 


精 解 ”由 于 f(sin?x +cos x) =f(1 + (sinx+cosx-1))-f/(1) 


今 1=sin2x+cosx-1 
A(1 +t) -£1), 




















所 以 ， A [AL+(sinx +cosx -1)) -/(1) -Stos | 
a x +xtan x uy sin2x +cosx—1 X%2 + xtan % 

=lim f+ -f/(1). Jim | 
t-30 x»0 wx? +xtan x 

a Ee a ， 

/ 入 和 _ 
Ee Dr tan% Be “多” 
x 


注 ” 当 已 知 函 数 /x) 在 点 x=a 处 的 导数 f(a) 时 ， 往往 可 利用 导数 定义 计算 形 如 





A Hw) pg _ _ 
， u(x%) -VCx0 ) (其 中 Jimw(z) =u(x0) =a) 

的 极限 . 
例 1.8.5 (单项 选择 题 ) 设 A(0) =0， 则 函数 Ax) 在 点 x =0 处 可 导 的 充分 必要 条 件 为 
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( 小 


im 1- ie 
A. im f(1 -cos) 存 在 B. lm fl(e* -1) 存 在 


.1 | .1 
C. lm Ah -sinh) 存 在 D. lim®[/(2h) -f/(h) ] 存 在 


精 解 ” 先 考虑 选项 A. 


i 加 1 fl(l -cosh)-f(0) ,1. fl(l-cosh) -f/f(0) .1-cosh 
由 于 ek ool = h? Ju ] -cosh h? 











加 1 mL! 一 COS h) -f/f(0) 今 x=1-cosh 1 im f(x) -f/f(0) | 


2 10 1 -cosh v0 + 








即 当 lim 3/(1 -cos h) 存 在 时 ， 只 能 推出 //(0) 存 在 ， 未 必 也 能 推出 /人 (0) 存 在， 从 而 它 不 
是 f(x) 在 点 =0 处 可 导 的 充分 必要 条 件 ， 因 此 选项 A 不 正确 . 

接着 考虑 选项 B. 

由 i 0) Tum fe sl) 


h—0 e 竺 让 





w= 


二 下 工 hh 六 h _ 1 1 h 
ed 





知 lm 人 AS) = 人 07 存在 的 充分 必要 条 件 为 ln er - 1) 存 在 ， 即 7) 在 点 =0 处 可 导 的 充 


分 必要 条 件 是 lim7(Ces -1). 
因此 本 题 选 B. 
注 下 面 用 例子 说 明 选 项 C，D 都 不 能 选 . 
设 f(x) =1xl ， 则 f(x) 在 点 x=0 处 不 可 导 , 但 是 


| . Ih-sinh 
hime sin h) -加 | 7 1h|l =— x0=0, 








et _ jm 全 Sin h_ 洛 必 达 法 则 1 -cosh_ 1 
[me 0 hb /一 0 312 6 


1, x0, 
又 设 f(x -| 则 fx) 在 点 x=0 处 不 可 导 , 但 是 
0, x=0, 


,| .1-1 
lim [A2h) -fh) ] =lim 3—=0. 
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导数 的 几何 意义 


【主要 内 容 】 
设 函 数 /(x) 在 点 Xo 处 可 导 ， 则 了 (wo) 是 曲线 y =f(x) 在 点 (wo， y0) (Yo =f(xo) ) 处 切线 
的 斜率 . 
曲线 y=f(x) 在 点 (xo，Yo) 处 的 切线 方程 为 
y -yo=f "(x0) (x— x0). 
当 了 (wo) 寺 0 时 ， 曲 线 y=f(x) 在 点 (xo，yo) 处 的 法 线 方 程 为 
二 Sd 党 :和 党 
yy0= Fi 0). 
注 (11) 如 果 了 (xo) =o ， 则 曲线 y=f(x) 在 点 (xo，Yyo) 处 的 切线 方程 为 x =xo; 如 果 
(x0) =0， 则 曲线 y=/(x) 在 点 (xo，yo) 处 的 法 线 方程 为 x =xo. 
(ij) 曲线 y=f(x) 在 点 (xo，Yyo) 处 有 切线 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 在 点 xo 处 可 导 或 导数 
为 w. 
【典型 例题 】 
例 1.9.1 设 函 数 A 放 x) =x"(n 为 正 整 数 )， 且 曲线 y=f(x) 在 点 (1，1) 人 处 的 切线 与 x 轴 
交 扣 的 模 坐 标 为 &,， 求 极限 limf(&,) 
精 解 算出 曲线 y =x" 在 点 (1，1) 处 的 切线 方程 以 及 后 即 可 算出 极限 imf(,). 
由 于 (x”*) | ,1 =n， 所 以 曲线 y=wx” 在 点 (1，1) 处 的 切线 方程 为 
y-1=n(x-1), (1) 
它 与 < 轴 交 点 的 横 坐标 名 =1 -二 ( 即 在 式 (1) 中 令 y=0， 解 出 的 x). 














Tf) -a (1 = 

例 1.9.2 设 函 数 fx) = (x -x-2) 1 ww -xl ， 求 曲线 y=f(x) 上 不 存在 切线 的 点 . 

精 解 ”首先 注意 : 函数 g(x) = | x| 仅 在 点 x =0 处 不 可 导 ， 即 w'(0) 不 存在 ， 但 不 为 
o ; 函数 xl x| 处 处 可 导 . 

于 是 , f(x) = -xyx-2)1x -xl =[(x-2)(x+1)1x+1|]lxl 1x-11 仅 在 点 x 
=0，! 两 点 处 不 可 导 ， 即 1'(0), /'(1) 都 不 存在 ,但 都 不 为 w， 所 以 曲线 y=f(x) 仅 在 点 
(0, 0) 和 (1, 0) 两 点 处 不 存在 切线 . 


例 1.9.3 设 周期 为 4 的 周期 画 数 /(x) 在 ( -w，+w) 上 可 导 ， 上 lim 信人 一 - 
-1, 求 曲 线 在 点 (5，/(5) ) 处 的 法 线 斜 率 


精 解 由 于 法 线 斜率 为 - 75， 所 以 只 要 算出 /(5) 即 可 . 
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由 /1(5) = im 人 人 A m5 -0 -A(5) 


a 一 上 
A 函数 ， 所 以 有 (5 -1) = 


1 一 "0 
扩 1- 已 ， 拟 5) = 人 1) ) 
nO 


= ly 


可 知 ， 曲 线 y = 灰 x) 在 点 (5， /(5) ) 的 法 线 伸 率 为 -5 = 1 


例 1.9.4 设 曲线 C: y=w? -3x? +5 的 切线 1 与 直线 x+9y=1 垂直 , 求 1 的 方程 . 
精 解 ” 设 切 点 为 (xo，%o) (其 中 yo =x -3x6 +5) ， 只 要 算出 xo ， 就 可 以 确定 / 的 方程 . 
由 于 (xu ，y0 ) 满足 
yo = 人 区 -3x0 +5 (这 是 因为 切 点 (wo， yo ) 在 曲线 C 上 )， (1) 
y' |,-%，=9 (这 是 因为 1 与 直线 x+9y=1 垂直 ). (2) 
由 式 (2) 得 如 -2xo -3 =0， 即 xo = -1，3. 将 它 代入 式 (1) 对 应 得 yo。=1,，5. 所 以 1 的 方 
程 为 
































y-1=9(x+1) 及 y-5=9(x-3), 

即 y=9x+10 及 y=9x -22. 

注 计算 曲线 y=f(x) 的 切线 方程 时 ， 如 果 未 知 切 点 坐标 ， 则 总 是 设 切 点 坐标 为 
(x0， f(x0)), 然后 计算 xo. 

例 1.9.5 设 两 曲线 y=x? +ax+b5，2y = -1+x3 相 切 于 点 (1，-1)， 求 常数 wa， 5b 及 
公 切 线 . 

精 解 ”由 于 两 曲线 相 切 于 点 (1，-1)， 所 以 a, 6 应 满足 

Pe (因为 点 (1， -1) 在 曲线 y=x? +ax+b 上 )， 


= 时 | 。 两 曙 线 在 点 (1， -二 ) 相 切 知 ， 它 们 在 点 (1, - 1) 处 有 








相同 的 切线 斜率 ， 其 中 ， 是 方程 2 = -1 + 两 边 对 * 求 导 所 得 ) 
其 中 ，(x? +ax+5)'|,_1 =2+a， 此 外 ,方程 2y = -1+x 两 边 对 x 求 导 得 











dy _ 3 2 2 dy 
2 y+3xy 妈 dx 2 any 
J dy _ dy 国 
所 以 dx 沉 写 时 dx %=1,7y= -1 
将 它们 代入 上 面 所 列 方程 组 得 
Ia 即 a2b= -1 
a = 一 1 
并 且 公 切线 方程 为 


y+1=1. (x-1), 即 y=x-2. 
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复合 函数 、 反 函 数 及 隐 范 数 的 导数 计算 


【主要 内 容 】 
计算 函数 的 导数 的 基础 是 求 导 基 本 公式 和 四 则 运算 法 则 . 
求 导 基本 公式 : 
(1) C' =0(C 是 常数 )， (2) (#)' =pa 7 , 


(3) (a*)'=a*lna( 常 数 a >0 但 天 1) ， 特 别 地 ，(e*) =er， 
日 a 堵 1)， 特 别 地 ，(ln1 xl ) = 





(4) (log,| x| ) ”= 








(5) (sin x)’ =cos x%, (6) (cos x%)’'= -sin x, 

(7) (tan %)’ =sec2x ， (8) (cotx)’= -csc2x， 

(9) (sec x)' =sec xtan x, (10) (esc %)’= -csc xcot x, 

(11) (as 4) = (12) (arccos x)' = 2 
| ;_ __1 

(13) (arctan x) i (14) (arccot x)’ = a 

导数 的 四 则 运算 法 则 ; 


设 w(x), v(x) 可 导 , 则 w(x) +v(%)， we)v(#) 以 及 和 (v(x) zz0) 都 可 导 ， 且 





除 此 以 外 ， 还 应 掌握 复合 函数 、 反 函数 及 隐 函 数 的 求 导 方法 . 

1. 复合 函数 求 导 

设 函 数 =ep(xz) 在 点 x 处 可 导 ， 孔 数 y=f(u) 在 点 w=g(x) 处 可 导 ， 则 y=f(w) 与 u= 
p(x) 的 复合 函数 y=f(p(x) ) 在 点 x 处 可 导 ,， 且 


We rio ig 


2. ea 
函数 x = ee 且 p(y) 关 0， 则 它 的 反 函 数 y=f(x) 在 对 应 


间 内 也 可 导 , 且 f'(x%) 人 


p'(y) 
3. 隐 函 数 求 导 
设 y=y(x) 是 由 方程 F(x,，y) =0 确定 的 隐 函 数 ， 则 所 给 方程 两 边 对 % 求 导 ( 注意 此 时 y 


是 * 的 函 函数 ) 得 到 以 下 为 未 知 数 的 方程 ， 解 此 方程 即 得 9 
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【典型 例题 】 
pe | 
、 。 X sin 7， X 天 0，、 d 
例 1.10.1 设 函 数 /(x) =e™*, w=g(%) = 求人 fe(x)) | 
0， xx =0， 
精 解 由 复合 函数 求 导 法 则 得 
d 了 了 了 了 
到 人 败 SCx) ) | =f (u) | ,20* 8 (x) | ,0 =f (0) "g' (0), (1) 
其 中 f'(0) _de™ 一 esi xcos 也 | 二 寺 
一 » du 40 u=0 ? 
0 x sin 二 ] 
2'(0) = = = lim < = limxsin — =0. 
x—0 x x—0 和 x—0 vv 
将 它们 代入 式 (1) 得 


Ae(s)) | =1x0=0. 
XN x=0 


例 1.10.2 求 函 数 y=hn 有 / 
人 


精 解 ” 先 化 简 函 数 的 表达 式 ( 例 如 ， 将 真 数 的 开 方 转换 成 对 数 的 系数 ， 将 真 数 的 分 母 有 
理化 ) ， 再 求 导 ， 


由 于 i x +2-x*_1] VX +2 —x 
VX 十 2 十 区 2 VX +2 十 








广 7 _ 2 
-In 二 生 区 =]ln( VT 12 -7) -二 na2， 








A +2—x Vx +2 | Vx +2 
1-2x， xx< -1， 


23 ， -1<x<2, 求 y=f(x) 的 反 函 数 y=gp(x) 的 导数 
l2x -16, x>2, 


所 以 ，y' = 1 | 2x -1 1 .一 Vi +2 1 
4 VO 42 x 2 Vo +2 


例 1.10.3 设 函 数 /(x) = 





9p' (x). 
精 解 ” 先 确定 p(x) 的 表达 式 ， 然 后 计算 wp'(x). 
从 y=f(x) 中 解 出 x 得 


%=9p(y) = Vy, -1<y<8, 


1 
732.7 +16), y >8, 


第 一 章 ， 极 限 、 连 续 与 一 元 函数 微分 学 < 





所 以 y= 帮 xz) 的 反 函 数 





y=@(%) = x, -1<x<8, 


1 
五 4x +16), x>8. 











YI^ ] —x " 1 

党 一 1] 让 多 三 一 一 ER- 
和 , _ 13FY 1 
当 -1<x<8, 但 xz0 时 ,gp'(x) = (Vx) - a 


当 x >8 时 ,gp'(x) = [二 (x+16)] = 二 
此 外 ， 由 导数 定义 知 ，p(x) 在 点 x = -1, 0 处 不 可 导 , 在 点 x =8 处 可 导 , 日 pg'(8) 





-1 
”12 
1 
一 一 一 一 ，x< -1， 
2 V2(1 -x) 
1 、 
因此 ，p'(x) = 5 -1<x<0 或 0<x<8， 
3 A/ 
1 
之 0. 
12， 2 





注 在 解 题 过 程 中 不 仅 要 注意 p(x) 在 点 x = -1，8( 分 段 点 ) 处 的 可 导 性 ， 还 应 注意 
p(x) 在 点 x=0 处 不 可 导 . 

例 1.10.4 设 孔 数 y=f(x) 由 方程 e*17 -cos(xy) =e 一 1 确定. 求 曲 线 y=f(x) 在 点 (0， 
1) 处 的 切线 方程 . 

精 解 由 隐 函 数 求 导 方法 算出 9 | 。， ， 即 可 得 到 所 求 的 切线 方程 

所 给 方程 两 边 对 x 求 导 得 

E+7 C2 + |) + sin( xy) G + 各] =0. 

将 x=0, y=1 代入 上 式 得 


和 | - dy 
(2+ 时 =0, 即 dx 


于 是 ， 曲 线 y =f(x) 在 点 (0，1) 处 的 切线 方程 为 
y-1= -2(x-0), 即 y= -2x+1. 


x ln(1 +x) 
例 1.10.5 求 函数 y= (sn 1 二 的 导数 . 
精 解 ” 当 函数 y =y(x) 是 需 指 函数 或 由 多 个 因子 的 积 、 商 、 乘 方 及 开 方 组 成 时 ， 往 往 采 
用 取 对 数 求 导 ， 即 对 y =y(x) 的 两 边 取 对 数 后 再 求 导 . 
所 给 函数 是 宕 指 函数 ， 对 其 取 对 数 得 


. % 
lIny=ln(1 + (sin | 


= -2. 


w 三 Q 
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两 边 对 x 求 导 得 
by 
] 十 和 1 
站 an sj 2 +m(1+a) 四 Ts 
sin 
lIn(1 +x) 万 
ran sin 让 站 (1L+X)2 1 + 
lIn(1 +x) x 
所 以 ， 本 en a | 








= 全 ml sm + ] 
本 站 ] 十 区 1l+x (1 +x)? 1 +X】 


注 当 y=y(x) 时 ， (my)' = 应 记 住 这 个 公式 . 


高 阶 导数 的 计算 


【主要 内 容 】 

1. 高 阶 导 数 的 概念 

这 里 仅 叙 述 二 阶 导 数 的 定义 ， 三 阶 、 四 阶 、…、 壮 阶 导 数 同样 可 以 定义 . 

如 果 函 数 /(x) 的 导 函 数 1'(x) 在 点 xo 处 可 导 ， 则 称 ,Ax) 在 点 xz 处 二 阶 可 导 ， 且 称 
了 (x) 在 点 xo 处 的 导数 为 扩 xz) 在 点 加 处 的 二 阶 导 数 ， 记 为 /oo) 或 9 


即 f "(x0) =[LA COx)] ee | -= 主人] 


如 果 函 数 /(x) 在 (a, 5) 的 每 一 点 x 处 都 二 阶 可 导 ， 即 f"(%) 存 在 ， 则 称 f(x) 在 (a, 5) 
内 二 阶 可 导 ; 如 果 函 数 f(x) 在 (a, 5) 内 二 阶 可 导 ， 且 f(x) 在 点 x=a 处 的 右 导 数 和 在 点 x 
=5b 处 的 左 导数 都 存在 ， 则 称 f(x) 在 [a, 5] 上 二 阶 可 导 ( 注 意 此 时 , f”(a),，f”(5) 分 别 为 
f(x) 在 点 x=a 处 的 右 导 数 和 在 点 x=6。 人 处 的 左 导数 ). 
2.7 阶 导 数 的 运算 法 则 
设 函 数 u(x) ,wv(*) 都 n 阶 可 导 ， 则 
[us) +] -ao (x) #0 (#), 
[ROW = 2 Chu (nv Cw), 
i=0 
3. 常用 函数 的 nn 阶 导数 公式 
(sin ax) (2) -osinl mw + 空 ] (cos ax ) (™) =areos ws + 对 
(a*) (=arln"a(a >0， 且 a1)， 特别 地 ，(e*) 人” =er， 


(i) 0" 0), 


a +bx + bx)"!! 





X=Xo 











i 








第 一 章 ， 极 限 、 连 续 与 一 元 函数 微分 学 < 





n-1(n—-1)! b" 


n(a+bx)](® =(- 
[na th) ]™ = -De 


(bz0). 


【典型 例题 】 


例 1.11.1 设 函 数 Kx) =2sinxy， 求 FI0) (xz). 
精 解 ”由 于 ( 妇 )' =3x*，(x3) =6z*，( 妇 ) ”=6，(x3)( =0(n 宇 4)， 所 以 
f00 (x) 三 (x3sin x) (10) 


10 
己 > Ci0(23 ) 4 (sin x) (1072) 
i=0 


= x (sin x) (10) + Clo(x?)'(sin x) (9) 十 Cio (x ) "(sin x) (8) 十 Cio (x )” (sin x) (7) 


一 esin 人 x 笠 DT)+ 30csin 人 x 和 子 )+ 270xsin (x 于 TT)+ 720sin (x 平 也 ) 


= — x sin wx +30x2zcosx + 270xsin x -720cos x. 


例 1. 11.2 (单项 选择 题 ) 已 知 函 数 f(x) 具 有 任意 阶 导数 ,， 且 ff'(x) =[LAx)] ， 则 当 m 
为 大 于 2 的 整数 时 ,f(x) 的 n 阶 导数 让 (x) 是 ( ” ). 
An! [f(x) 1"™ B. mLKx)] "7 C. [f(x) J D.n! [f(x)]1™ 
精 解 ”计算 f(x) ,f/f"(x) ,f(x)，…， 根据 它们 的 规律 得 到 f(x). 
由 于 f(x)=[f(x)] =1! [f(x)]?, 
f "(x)= {f(x)] =2f(x)f xz) =2f(x) [f(x) 1 =2! [f(x)], 
f(x)=12! [f(x) 1 =3! [f(x) LA =3! [f(x)]’, 
所 以 ,依次 类 推 得 





~ 





fw) [AROO] 
因此 本 题 选 A. 


例 1.11.3 设 函 数 y=y(x) 由 方程 2y -x=(x--y)In(x 一 y) 确 定 ， 求 9 





2 
精 解 ” 先 由 隐 函 数 求 导 方 法 算出 党 ， 然后 计算 
X 
所 给 方程 两 边 对 x 求 导 得 
dy dy 
2 i -1 = ( ne y)+ ( 
27 一 区 


、 dy _2+ln(x—y) ep NX 
所 以 ， 一 一 一 。 
dx 3+ln(x—-y) 3 + x 


到 L(y) a ) 
[Ei 二 三 
Te dx2 dx\dx) dx\2x—y 


dy 
本 -zx 人 2 上 xy 
(2x -7) (2x 下) 














上 。 2z-7 7 (x —y)? | 
(2x -7)” (2x -四 )” 
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arctan2x +2， XY 近 0， 
例 1.11.4 设 函 数 f(x) =1jax3+pb2 +or+d,0<x<1， 
3 — lnx, x 三 1， 


(1) 求 使 Hx) 在 点 x =0，1 处 都 可 导 的 常数 a, b，c，d; 

(2) 由 (1) 求 得 的 a, 5, c,d, 求 1"(x). 

精 解 (1) 利用 fx) 应 在 点 x=0，1 处 都 连续 、 可 导 列 出 关于 a, b,c，d 的 方程 组 并 
解 之 ， 即 可 得 到 a,， 5b, c,d 的 值 ， 具 体 解 答 如 下 . 

使 fx) 在 点 x=0,1 处 可 导 ,， 则 c，2，c，d 必须 满足 


lim Kx) =/(0) (利用 f(x) 在 点 x=0 处 连续 ) ， 








f(0) =f:(0) (利用 f(x) 在 点 x=0 处 可 导 )， 
lif) f(y (利用 fx) 在 点 x=1 处 连续 ) ， 











PC) =f4(1) (利用 了 (x) 在 点 x=1 处 可 导 )， 











lim (ax +bx? +cx +d) =2， 

3 (1) 

jim (arctan2x +2) -2 _ jim (ax +bx +cx +d) -2 

a07 % 0+ bg ” (2) 
即 

， 3 2 匡 

Jim (ax +bx +cx +d) =3, (3) 

3 2 
jm 《ax +bx +cx+d) -3_ jm (3-In%) = (4) 
el x—l xol+ 光一 | 








OD A 
x—0- 














% x—0-% 

b= -1-a, (5) 
将 c=d=2 代 入 式 (4) 得 
3 2 

jm 史 + bx +2x71 ji Inx (6) 

其 = 一 x—l1 xol+%X—1] 

3 2 _ 式 (5) 代 入 3 2 2 二 

由 于 lin 呈 + bx +2x 一 1 式 (5) 代 Jim 一 ax 一 +2x—1 

ol x—1 a X% 一 1 


= lim[ax-(x-1)]=a， 
%—$1 ~ 


人 E 
nx 仿 / 1 jm ll+t) 





wl+%—1 0+ 
于 是 将 它们 代入 式 (6) 得 a = -1, 代入 式 (5) 得 =0， 因 此 
a= -1, 5=0, c=2, d=2. 
(2) 将 (1) 计 算得 到 的 a,，b，c，d 的 值 代入 f(x) 得 


第 一 章 ， 极 限 、 连 续 与 一 元 函数 微分 学 < 


























加 
arctan 2x +2， Xx0, 
xz)=14- 妇 +2x+2， 0<x<1， 
3 -lnx， x 三 1， 
它 是 可 导 函 数 ， 所 以 有 
<0 
和 
f(x)=) -3x +2, 0<x<1 
X% 二 1 
几 2 | ___ lx _. nm Ss 
由 此 可 知 ，x <0 时 ,f(x) ha Tyas 0<x<1 时 , f°(4) =( -3o2+ 
2)'= -6x; x>1 时, f "(x) =( -二 ) = 鼎 
此 外 ， 由 
2 
0) ed — 8x 
lim -f°"( = lim = lim 7 =0 
x—0- x—0- 多 xa»0-] +4x 
2 
lim 人 (2 -0 - lim (3x +2) i =0 
x—0+ = % x—0+ 
知 , "(0) =0 ; 
2 
由 mf (x ) = (1) Ti 《一 3x +2) =-(-1) in -3(x +1) = -6， 
% 一] x—1- % 一] x—1- 
1 
sa 
Po a 世 天 C1 = lim— 2 =1 
X 一 >] + X 一 >] 十 % 一 1 
知 ，/"(1) 不 存在 ， 因 此 
16x 
一 一 一 一 一 ~ <0 
(1+422)2” 
f(x)=1 -06x, 0<x<1l， 
大 x>1 
区 


函数 微分 的 概念 


【主要 内 容 】 
1. 函数 微分 的 定义 
设 函 数 y=/(x) 在 点 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 如 果 y 在 点 % 处 的 增 量 Ay =f(x0 + As) - 
/f(x0) (其 中 ，Ax 是 自 变量 * 在 点 处 的 增 量 ) 可 表示 为 
Ay =AAx +o( Ax) 
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(其 中 ,4 与 Ax 无 关 ，o( Ax) 表 示 Ax 一 0 时 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 )， 则 称 y =f(%) 在 点 xo 处 可 
微 ， 称 Ay 的 线性 主 部 4Ax 为 y=f(x) 在 点 xo 处 的 微分 ， 记 为 dy 1 z=-%n( 注 意 : 消 数 y=f(x) 
在 点 x 处 的 微分 记 为 dy). 
如 果 函 数 A(x) 在 区 间 了 的 每 个 点 处 都 可 微 ， 则 称 信 x) 在 T 上 可 微 . 
2. 函数 微分 的 性 质 
(1) 函数 y=f(x) 在 点 x 处 可 微 的 充分 必要 条 件 是 y=f(x) 在 点 x 处 可 导 ， 此 时 ，dy = 
f'(x)dx， 其 中 dx = Ax( 即 自 变量 微分 与 自 变 量 增 量 相等 ). 
(2) 设 函 数 y=f(w) 可 微 ， 则 不 管 w 是 自 变 量 还 是 中 间 变 量 ,， 都 有 
dy = 了 (wu) du. (微分 形式 不 变性 ) 
函数 微分 的 两 个 应 用 
计算 函数 fx) 对 函数 u(x) 的 导数 . 
设 Ax)，u(x) 都 是 可 微 函数 ， 且 w(x) 寺 0， 则 
df(x) _f'(n)dx _f'(%) 
du(x) w(x)dx wu' (x) 
(2) 计算 由 参数 方程 确定 的 函数 的 导数 . 


设 y=/(*) 是 由 参数 方程 | “=*( 站 ,确定 的 函数 ， 其 中 (1) ，y(1) 都 是 可 微 函 数 ， 且 


=y(t) 
x'(t) 关 0， 则 

















dy dD) YD y(t) 
dx dx(t) x'(i)dit x'(i) 





【典型 例题 】 


例 1.12.1 (单项 选择 题 ) 设 函数 y=f(x) 可 导 ， 且 曲线 y=f(x) 在 点 (xo，yo)( 其 中 ， 
yo =f(xo) ) 处 的 切线 与 直线 y=2 -x 垂直， 则 当 Ax 一 0 时 ，dy | sw 是 ( ). 

A. 与 Ax 同 阶 但 非 等 价 的 无 穷 小 B. 与 Ax 等 价 的 无 穷 小 

C. 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 D. 比 Ax 低 阶 的 无 穷 小 

精 解 ”由 题 设 算出 A(xo ) 即 可 判断 应 选 哪个 选项 . 

由 曲线 y =f(x) 在 点 (xo，%o ) 处 的 切线 与 直线 y =2 -x 垂直 可 知 

f "(x0) = -二 =1， 

所 以 ，dy| A =f'(xo)Ax =Ax， 即 Ax 一 0 时 ,dy | 4-w% 是 与 Ax 等 价 的 无 穷 小 . 

因此 本 题 选 B. 

例 1.12.2 设 函数 A(x) 可 导 ， 且 对 函数 y=f(x?)， 当 自 变量 % 在 点 x= -1 处 的 增 量 
Ax = -0. 1 时， 相应 的 函数 增 量 Ay 的 线性 主 部 为 0.1, 求 1'(1). 

精 解 ” 设 Ay 为 可 导 函 数 g(x) 在 点 xo 处 的 增 量 ， 则 它 的 线性 主 部 为 9'(xo) Ax. 

于 是 根据 题 设 有 














-所 所 2) I 
a 
所 以 ， 记 (1) =03=0 0.5. 
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例 1.12.3 设 函数 y =/( 2 

we -5 
和 | 全 ja 

二 


1 2x -1 3 
3 C X 十] | i 
1 2x—1 
(x+1)2 w+l 
例 1.12.4 设 函 数 y=y(x) 由 方程 x*y 一 e*Y =sin(xy) 确 定 ， 求 dy. 
精 解 ”利用 微分 形式 不 变性 ， 对 所 给 方程 两 边 求 微 分 得 
d(x2y) -de” = dsin(xy) ， 
即 2xydx + x dy ~2e?dy=cos(xy) (ydx +xdy). 
合并 同类 项 得 


le 




















[x -2e2 -xcos(xy) ]dy = [ycos(xy) -2xy]dx， 
所 以 de ycos(xy) —2xy 网 
， 和 2 -2e27 -xcos(xy) 
x =3t +2t+3 


2 
例 1.12.5 设 函 数 y=y(%) 由 参数 方程 ， 确定 ， 求人 


esni—-y+1=0 











精 解 先 由 生 = 汶 ( 节 (其 中 ，y'(1) 可 由 隐 函 数 求 导 得 到 ) 算 出 晓 香 ， 然 后 由 9 





"(1) 1=0 
多 (时) 
di \dx d? dy 
a 计算 ee 
dt 1=0 














显然 x'(1t) =6t+2， 此 外 由 方程 e?sin t-y+1 =0 可 得 y(0) =1， 且 两 边 对 1t 求 导 得 


ersin ty'(t) +e’cos t—-y'(t) =0. 


y 学 
即 Wp = e-cost ecost dD ee 
Os C0) a 


























ecost 
日 dy _ 2-7y el cos 上 

Ea dr 61+2 ~ (61+2)(2-y)’ 
故 

时) d ecost 
dy _ dt\dx _ dil(6t+2)(2-y) 
dz2 -0 dx 6t +2 

dt 1=0 1=0 
_1. [ecost* y(t) -esint](6:+2)(2—y) -ercos t[6(2—y) - (6 +2)y'(t)] 
2 (6 +2)°(2 —y)? 


_1 e.2-e(6-2e) 1,,» 
SS ， = 玫 (2e -3e). 
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【主要 内 容 】 


1. 罗 尔 定理 

设 函 数 A(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 ， 且 f(a) =f(5)， 则 存在 &e (a, 5)， 
使 得 /'(&) =0. 

罗 尔 定理 有 各 种 推广 形式 ， 例 如 

(1) 设 丽 数 作 x) 在 (a, 5) 内 可 导 ， 且 limf(*) 与 lim/(x) 存 在 且 相 等 ， 则 存在 te (a， 


5)， 使 得 f'(é&) =0. 

(2) 设防 数 f(x) 在 [a，+%w ) 上 连续 ,在 (ag，+ % ) 上 可 导 , 且 f(a) = lim A(x), 则 存 
在 &e(a，+%), 使 得 /'(é) =0. 

2. 罗 尔 定理 应 用 方法 

罗 尔 定理 往往 用 于 证 明 以 下 三 类 问题 : 

(1) 当 函 数 /(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 ， 且 满足 某 些 其 他 条 件 时 ,证 明 存 
在 &e (a, b), 使 得 f'(é&) =0 成 立 . 

对 于 这 类 问题 ， 只 要 根据 题 中 所 给 的 “ 某 些 其 他 条 件 ” 设 法 找到 位 于 [a, 5b] 上 的 使 得 
fxi) =f(xs) (xi <%) 的 两 点 x1，xs 即 可 . 

(2) 当 函 数 /(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 ， 且 满足 某 些 其 他 条 件 时 ,证 明 存 
在 Ee (a, b)， 使 得 某 个 关于 了 '(é) 的 等 式 成 立 . 

对 这 类 问题 需要 先 作 辅 助 函数 ， 其 步骤 如 下 : 

将 待 证 等 式 中 的 上 改 为 *>， 并 将 等 号 右边 的 式 子 移 至 左边 ， 将 左边 函数 或 左边 函数 与 某 
个 在 (a, 5) 内 恒 为 正 ( 或 恒 为 负 ) 的 因子 之 积 表示 成 某 个 函数 R(x) 的 导数 下 '(z)， 则 取 
F(x) 为 辅助 函数 . 

然后 ， 检 验 辅助 函数 R(x) 在 [a, 5b5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 ， 并 设法 找到 位 于 [a,， 64] 
上 的 使 得 (xi ) = F(x ) (xi <xs ) 的 两 点 xi，xs 即 可 . 

(3) 当 函 数 作 x) 在 [a,，5] 上 连续 ， 在 (a, 5) 内 二 阶 可 导 ， 且 满足 某 些 其 他 条 件 时 ， 证 
明 存 在 Ee (a, 5) 使 得 f"(&) =0. 

对 这 类 问题 ， 只 要 根据 题 中 所 给 的 “ 某 些 其 他 条 件 ”， 想法 找到 位 于 [a,5] 上 的 使 得 
f(x1) =f(x2) =f(x3) (Ki <X2 < ) 的 三 点 X1，X2，%3 即 可 . 这 是 因为 由 罗 尔 定理 知 存在 é&1 
(x1 ,Xo) 和 Ee (xo，x3)，, 使 得 f'(6&1) =f'(&)， 再 对 f(x) 在 [6&1，é] 上 应 用 罗 尔 定理 得 
存在 &e (1, 色 ) C(a, 5), 使 得 /"(é) =0. 


【典型 例题 】 


例 1.13.1 设 函 数 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5b) 内 可 导 , 且 f(a) =f(b) =1， 证 明 : 
存在 &e (a, 56), 使 得 f'(&) +f(é) =1. 
精 解 ” 先 作 辅助 函数 ， 将 和 欲 证 等 式 中 的 & 改 为 x 得 
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f(x) +f(x)=1, Bh LAKx)-I +[f(x) -1]= 
上 式 两 边 同 乘 e* 得 
e*[f(x) -1]’+e"[f(x) -1 =0, 好 {e*[f(x) -1]}’=0 
因此 , 记 F(x) =e*[f(x) -1] (辅助 函数 )， 显然 它 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 , 是 
F(a) =F(b) =0， 所 以 由 罗 尔 定理 知 ， 存 在 Ee (a, 565), 使 得 F'(&) =0， 即 
f (6) +f(€) =1. 
例 1.13.2 设 函 数 1(x)，e(x) 都 在 [0，1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 f(0) =g(1) 
=0. 证 明 : 
(1) 存在 te (0, 1), 使 得 f'(&)g(é) +f(é)g'(é) =0; 
(2) 存在 me (0，1)， 使 得 mA'(m) + 久 (n) =f'(m) (为 正 数 ). 
精 解 (1) 将 欲 证 等 式 中 的 改 为 x 得 
f'(x)g(x) +f(x)g (x) =0， 
即 LAKx)g(Cx)] =0. 
因此 记 了 (x) =f(x)g(x) (辅助 函数 )， 显然 它 在 [0，1] 上 连续 , 在 (0, 1) 内 可 导 , 是 
Fj(0) = 下 (1) =0， 所 以 由 罗 尔 定理 知 ， el (0, 使 得 FY(é) =0， 即 
f' (6)8(€) +f(é)8'(€) =0. 
(2) 将 待 证 等 式 中 的 了 改 为 x 得 
xf (x) +hf(x) = 广 (x)， 
即 (x -1)f'(x) +kf(x) =0. 
上 式 两 边 同 乘 以 (x -1)*-! 得 
(x -1)f'(x) +k(x 1) f(x) =0, 
即 [(x -1) xz)] =0. 
因此 记 F(x) =(x -1)“/(x) (辅助 函数 )， 显然 它 在 [0,，1] 上 连续 , 在 (0, 1) 内 可 导 , 是 
F,(0) = 了 F,(1) =0， 所 以 由 罗 尔 定理 知 ， 存 在 me (0, 1), 使 得 Fy(n) =0， 即 
mn) +hf( nN) =f "(7n). 
例 1.13.3 设 函 数 f(x) 在 [0, 3] 上 连续 ,在 (0，3) 内 可 导 , 且 f(0) +f(1) +f(2) =3， 
f(3) =1. 证 明 : 存在 &e (0, 3), 使 得 f'(&) =0. 
精 解 ”由 于 本 题 是 证 明 存在 ge (0,3), 使 得 A'(g) =0， 所 以 不 必 作 辅助 函数 ， 只 要 
找到 使 f(x ) = 所 xz ) 的 两 点 x1，x2 E(0，3)(x1 <x2 ) 即 可 . 
显然 可 取 x, =3， 则 f(x,) =1. 
由 于 f(x) 在 [0, 2] 上 连续 ， 所 以 f(x) 在 [0， 2] 上 有 最 大 值 M 和 最 小 值 mw， 于 是 对 


<3[A0) +A1) +K2) ] <m, 


















































由 连续 函数 的 介 值 定理 知 ， 存 在 wm s [0，2]， 使 得 所 ti ) = 村 L[K0O) +f/(1) +f(2)] =1. 


由 于 大 xz) 在 [xi; ，x,] 上 连续 ,在 (xi ，z ) 内 可 导 ,， 且 f(xi)=f(xs)=1， 所 以 由 罗 尔 定 
理 知 ， 存 在 Ee (xi，, x,)C(0, 3), 使 得 f'(é&) =0. 

例 1.13.4 设 函 数 Ax) 在 [a,5] 上 二 阶 可 导 , 和 且 f(a) = =0, f/'(a) :f(b) >0. 
证 明 : 

(1) 存在 &e (a, 5), 使 得 f(&) =0; 
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(2) 存在 me (a, 5), 使 得 f”(m) =0. 
精 解 (1 ) 由 于 本 小 题 是 证 明 存 在 Ee (a, 5b) ,使 得 f(&) =0， 故 可 考虑 应 用 零点 定理 ， 
于 是 根据 f(a) .了 f(5) >0， 设法 找到 xi，xs es (a, 5) (xz <xo), 使 得 f(xi) :f(x,s) <0. 
由 于 f(a) :f(b5) >0, 不 妨 设 f(a) >0, f(b5) >0. 于 是 由 导数 定义 得 
lm 及 2 = lim fs A) fia) >0, 1 人 


aatX TU xat 和 ee Xb- 


由 此 可 知 ， 存 在 x1,， xe (a, 56) (x <%,)， 使 得 rs ) >0, f(x,) <0， 于 是 由 连续 函数 零 
点 定理 可 得 ,存在 é&e (xi ， x,) C(a, 5)， 使 得 f(é) =0. 

(2) 由 于 本 小 题 是 证 明 存 在 me (a, 5), 使 得 4"(m) =0， 所 以 只 要 在 [a, 5] 上 找到 不 
同 的 三 点 Xi 2 Xs 使 得 f(xi) =f(x2) =f(xs) 即 可 . 

由 题 设 和 (1) 的 证 明知 ，[a, 5] 上 有 三 个 不 同 点 a, &,， 5b， 它们 满足 

fla) =f(é€) =f( 0). 

于 是 由 x) 在 [a, 5] 上 二 阶 可 导 知 ， 存 在 ne ( 纪 , 纪 )C(a, 5b), 使 得 1"(m) =0. 

例 1.13.5 设 函 数 /(x)，g(x) 都 在 [a,， 5] 上 连续 ， 在 (a, 5) 内 二 阶 可 导 且 存在 相等 的 
最 大 值 ， 以 及 f(a) =g(a), f(b) =g(b)， 证明: 存在 &e (a, 5b), 使 得 f"(é&) =g"(é). 

精 解 ” 由 于 要 证 明 存 在 &e (a, 5), 使 得 1"(#) =g”(#)， 可 作 辅 助 函 数 F(x) =f(x) - 
g(x) ， 使 问题 转换 成 证 明 存 在 ge (a, 5), 使得"(&) =0， 为 此 只 要 找到 [a, 5] 上 的 不 同 
三 点 2 ， 2 ，23(z < <xa)， 使 得 fxi) =f(xs) =f(xs) 即 可 ， 具体 证 明 如 下 : 

记 F(x) =f(x) -g(x)， 则 由 题 设 知 F(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 二 阶 可 导 ， 且 
F(a) = 了 f(b5) =0. 显然 ， 可 取 xi = Wa =b. 此 外 ， 设 f(x)， g(x) 分 别 在 (a， b) 内 的 点 cc 
和 点 d 处 取 到 最 大 值 M， 不 妨 设 c<d. 

当 c<d 时 ，F(c) =f(c) -g(c)=M-g(c)z=0, F(d) =f(d) -ge(d) =f(d) -WE<0， 则 
由 连续 函数 的 零点 定理 (推广 形式 ) 知 存在 x,e [c， dj] ,使 得 F(x,) =0. 

当 c=d 时 ，F(c) =f(c) -g(c) =M-M=0， 此 时 可 取 x, =c. 

由 上 所 述 知 ， 存 在 点 a,，c,b(a<c<5b), 使 得 F(a) =F(c) =F(b)， 所 以 存在 ee (a， 
b) ,使 得 FP"(é) =0, 即 f"(&) =g"(é). 





























拉 格 朗 日 中 值 定理 和 柯 西 中 值 定理 及 其 应 用 


【主要 内 容 】 


1. 拉 格 朗 日 中 值 定理 
设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a, 5] 上 连续 ， 在 开 区 间 (a, 5) 内 可 导 ， 则 存在 &e (a, 565)， 


0 2 
2. 柯 西 中 值 定理 
设 函 数 Ax) 和 g(x) 都 在 闭 区 间 [a, 5] 上 连续 ， 在 开 区 间 (a, 5) 内 可 导 , 目 g'(x) 关 0 
(xe (a, 5))， 则 存在 ge (a, 5)， 使 得 
0 
g(b) -g(a) g'(é) 
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当 函 数 /(x) 在 [a, 8] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 , 但 不 易 确定 f(a) =f/(5), 或 f(a) = 
f(5) 根 本 不 成 立时 要 证 明 存 在 &e (a, 5)， 使 得 某 个 关于 f'(é) 的 表达 式 成 立 ， 显 然 不 适合 
应 用 罗 尔 定理 . 但 是 ， 如 果 上 述 的 某 个 关于 f'(é&) 的 表达 式 可 以 表示 成 (&) = 
a En 
一 的 形式 (其 中 F(x%) 是 辅助 函数 ) 或 者 可 以 表示 成 G6 = G06) -Gl(a) 的 形式 

其 中 F(x) 和 G(x) 都 是 辅助 函数 )， 则 可 分 别 考 虚 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 与 柯 西 中 值 
定理 . 


【典型 例题 】 
例 1.14.1 设 函 数 /(x) 在 [a, 6] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 . 证 明 : 存在 ge (a, b)， 
使 得 的 =af(2) =f/(é) +éf'(é). 


精 解 ”由 f(E) +E 太 (GE) =[xf(x)]' |,=e 知 ， 可 取 记 (x) =2f(%) 为 辅助 函数 ， 显然 R(x) 
在 [a, 5] 上 连续 ， 在 (a,5) 内 可 导 ， 所 以 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 知 ， 存 在 ge (a, 5)， 使 得 


F(b) -Fa) mv 
a (ED);s 



































B=) fe) +¢1°(8). 


例 1.14.2 设 函 数 /(x) 在 [0, 1] 上 连续 ,在 (0, 1) 内 可 导 , 且 f(0) =0, /(1)=1. 
证 明 : 

(1) 存在 &e (0, 1), 使 得 f(&) =1 -< 

(2) 存在 两 个 不 同 点 m9, ，m, e (0，1), 使 得 f(y)f'(m) =1. 

精 解 (1) 由 于 本 小 题 的 欲 证 等 式 中 不 出 现 f 的 导数 ， 所 以 可 考虑 应 用 连续 函数 零点 定 
理 ， 具体 如 下 : 

将 欲 证 等 式 中 的 E 改 为 x 得 f(x) =1 -x， 于 是 作 辅 助 孔 数 

F(x) =f(x) +x—1. 

显然 ， 它 在 [0，1] 上 连续 ， 且 F(0)F(1) =( -1) xl<0， 所 以 由 连续 函数 零点 定理 知 ， 存 
在 Ege(0, 1), 使 得 F(é) =0, 即 f(é) =1-&. 

(2) 二 将 [0，1] 划 分 成 两 个 小 区 间 [0，& 上 和 [< 上 ，1]， 显 然 , ALx) 在 这 两 个 小 区 间 上 都 
满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 ， 所 以 由 该 定理 知 存在 we (0,&) 和 m, e (£，1),， 使 得 


, _fé) -10) fe) _1-é 
f'(m)= E-0 Te Te 
































ee (2 ee 3 
De 
即 存在 两 个 不 同 点 m, ，m es (0，1) ， 使 得 
ff Cm) = El. 
例 1.14.3 设 函 数 f(x) 在 [a, 8] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 二 阶 可 导 , 年 f(a) =f(5) =0， 
f:(a) >0. 证 明 ; 存在 &e (a, 5), 使 得 1”(&) <0. 
精 解 ” 由 于 要 证 明 的 是 存在 &e (a, 5) ,使 得 /"(#) <0， 而 不 是 1"(#) =0， 所 以 不 宜 
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使 用 罗 尔 定理 ， 因 此 考虑 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 
由 0 <f4(a) = im 人 四 二 全) -lim 人 区 知 ， 存 在 0 e(a，5), 使得 f(x0) >0. 


显然 ，f(x) 在 [a，xo] 和 [xo,，5] 上 都 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 ， 所 以 ,存在 &j € (a， 
x0) 和 名 € (wo, 0) ， 使 得 




















(二 ) = _f\xo) -f(a) _ 太 xzo) >0， 


Xo—a Xo—a 
/(5) f(x0) _f\x0) 

b—xo b—xo 
由 于 了/ (x) 在 [&1 ，é&] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 ， 因 此 存在 &e (6&1 ，é,) C(a, 5), 使 得 


nes ff (6 ) 一 (El) 
f"(é) = = <0. 


例 1.14.4 设 函 数 /(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 且 /'(x) 0， 证明: 存在 é， 
ne (a, b)， 使 得 





<0. 





f'(é,)= 











/(€) 村 -en 

f'(n) bo-a 
精 解 ” 由 于 欲 证 的 等 式 可 以 改写 为 

en eb -ea 





fn) feE Ga) 

于 是 ， 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ， 只 要 证 明 存在 ne (a, 5)， 使 得 
(e*)’ _ eb -ec 
fx) | f(D) -fla) 


显然 ， 只 要 对 e* 和 (x) 在 [a, 5] 上 使 用 柯 西 中 值 定理 即 可 具体 证 明 如 下 : 
由 于 e* 和 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 且 f'(x) 承 0， 所 以 由 柯 西 中 值 定理 
知 ， 存 在 we (a,5) ， 使 得 

















e7 et 一 ea 
(1) 


f°(n) f(b) -fla) 
由 于 (x) 在 [a, 5] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 ， 所 以 存在 te (a, 5b)， 使 得 
f(b) -fla) =f'(é) (ba). (2) 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 知 ， 存 在 E，m e (a, 5) ， 使 得 


太志 -er 
让) bra® i 


例 1.14.5 设 函 数 f(x) 在 [a, 5] 上 可 导 ， 且 ab >0. 证 明 : 存在 Ee (a, 5)， 使 得 











#8) -有 = A. 


第 一 章 ， 极 限 、 连 续 与 一 元 函数 微分 学 < 





精 解 ” 由 于 和 欲 证 等 式 的 右边 可 以 改写 为 
af(b) -bfla) f(2) fla) 
b-a 


b 
于 -|( -| 
ab b a 


所 以 引入 函数 全 与 - 上， 并 对 它们 在 [a，5] 上 应 用 柯 西 中 信 定 理 即 可 ， 具 体 证 明 如 下 











ee 


0， 所 以 由 柯 西 中 值 定理 可 知 ， 存 在 te (a, 565)， 使 得 
2 {2) fla) 
x b 


CG ee 


#6) /8) = 








【主要 内 容 】 


1. 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 
设 函 数 f(x) 在 [a, 5] 上 具有 直到 nn 阶 的 连续 导数 ， 在 (a, 5) 内 具有 n+1l 阶 导 数 ， 则 对 
xoEela, b], 有 





ey ea 0) + J A jo) + Rg) 


(xela, 5]),(1) 
其 余 项 _f 1D(é) n+l 有 目 作 开 > 可 各 全" 尖 
其 中 , 余 项 R(x) = (x 一 x0)"*1(xe[a, 5], 世 是 介 于 wo 与 x 之 间 的 实数 ). 





(n+1)! 
设 函 数 /(x) 在 (a, 5) 上 具有 直到 n+1 阶 导数 ， 则 对 xo ee (a, 5)， 有 
(Cn) (x 
Ax) Fan) #7 "(m0) #10) + -ts so) "+R,() 


(xe(a, 6b)),(2) 


其 中 , 余 项 R,(%) Ee "(re (a, 5) , 专 是 介 于 so 与 x 之 间 的 实数 )， 


式 (1) 和 式 (2) 称 为 f(x) 按 (x -wo) 窜 展开 的 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 n 阶 泰勒 公式 . 
当 x =0 时 ， 式 (1) 和 式 (2) 称 为 f(x) 的 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 n 阶 麦克 劳 林 公 式 . 
(1) 常用 函数 的 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 麦克 劳 林 公 式 
1 1 人 


Mi 过 — yx 人 
”=1+x+71% + ， + i (n 阶 )， 
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和 二 _ 工 3 pe 本 n-l 1 42 一] _ n COS < 2 二 二 人 
sin X=% 3 +*…+(—1) | +(—1) el (2n 阶 )， 
1 1 Cosé 
= 2 _ n 2n 五 十 1 2n+2 人 人 
COS X 31 +*…+(—1) re +( -1) 2 (2n+1 阶 ) ， 
证 xntl (nn 阶 ) 
2 n (n+1)(1 +é)"*! 





(1 +x)” =1 tp + + eb tn 
! nl 


六 +EJ2-n-lntl (nn 阶 ). 
其 中 ， 以 上 各 式 的 上 是 介 于 0 与 x 之 间 的 实数 . 
(2) 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 常 应 用 于 证 明 : 对 于 二 阶 或 三 阶 可 导 的 函数 了 (xx)， 
存在 gE， 使 得 关于 f"(é&) =k(k 为 常数 ) 或 1”(é) 的 表达 式 成 立 . 
2. 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 
设 函 数 Ax) 在 点 xo 的 某 个 邻 域内 有 直到 阶 导数 ， 则 对 这 个 邻 域内 的 x， 有 


"(x n) (x 
f(x) =f(x0) +f" (x0)(%—%o) 站 Ps a . oi -x0)" +o((%—%xo)"). 


(3) 
式 (3) 称 为 有 x) 按 (x -xo) 的 容 展 开 的 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 n 阶 泰勒 公式 ， 当 wo =0 时 , 式 (3) 
称 为 Ax) 的 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 n 阶 麦克 劳 林 公式 . 
(1) 常用 函数 的 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 麦克 劳 林 公 式 














1 1 
er =] +%+ x + + x" +o(x"), 
21 nl 








= 下 3 a ee n-l 1 27 一 1 2n 
sin X 三 区 3 +.…+(—1) r= +o(x’"), 
cosx=1 Se -1)"” 2 x +o(x +!) 
31 Cn)! 
ail 


lIn(1 +x) SY xXx" +o(x"), 
2 n 





TD 4 tye ol gn). 


(1 +x)*=1 +Mx+ 
n 


(2) 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 常用 于 寻找 比较 复杂 的 函数 在 x 一 xo 时 的 等 价 无 穷 小 或 
计算 函数 在 点 xo 处 的 高 阶 导 数 的 情形 . 

【典型 例题 】 

例 1.15.1 计算 下 列 各 题 : 

(1) 求 函 数 请 (*) =essin x 的 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 四 阶 麦克 劳 林 公 式 ; 

(2) 求 函数 (x) =In x 的 按 (x -2) 的 容 展 开 的 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 四 阶 泰勒 公式 . 

精 解 ”分 别 计算 (x) 和 所 (x) 的 直到 五 阶 导 函 数 ， 即 可 得 到 它们 要 求 的 公式 . 

(1) fi(%) =e"sin %, 


第 一 章 ， 极 限 、 连 续 与 一 元 函数 微分 学 < 
本 





fi'(x) =er(sinw+TcosxX) -ersin 人 y + 了 } 
f(x) -er[sal + teos +3)]= = GD?ersin(s + 于 
同 理 可 得 fr = (a) ersin (s+ 
fi (x) -CD)4esinl + 全 
f(x) -CD)sesinls + 于 
所 以 ,fi(x) 的 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 四 阶 麦克 劳 林 公 式 为 
f(x) =fi(0) tf tO) +O + 0) + 8) 


= 和 十 %2 十 本 -esin (E+ 3 了 (-o <x<+o ,上 是 介 于 0 与 x 之 间 的 实数 ). 


(2) 由 于 (za) =imns， 典 (*) = 廊 ， 谎 (z) = -三 
BD 
所 以 ,所 (%) 的 按 (x -2) 的 宪 展 开 的 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 四 阶 泰坦 公式 为 


亡 (z) =f(2) + 启 (2)(z -2) + 2 (#2) + (2) (4 -2)? + 
Ff 2) (#2) + (€) (4 2) 
=In2 +(% -2) -六 (zx-2)2+2(x-2)3- 去 (*- oe _2)5 
(0 <x < + om ,二 是 介 于 2 与 x 之 间 的 实数 ) 
例 1.15.2 试 确定 常数 4，B,C 的 值 ， 使 得 x 一 0 时 ， 
er(1+Br+Cx) =1+4xz+o(x3). 
精 解 ”只 要 写 出 e*(1+ Bx + Ce ) 的 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 三 阶 麦 克 劳 林 公 式 即 可 
由 于 


er(1+Bxr+Cc) = 十 区 + 二 + + +o(w) |(1 + Bx + Cx’) 





=1+ B+)e+ (B+C+t 记 + (B+C+) +o()， 


2 
将 它 代 入 e*(1 +Bx+Cx*) =1+Ax+o(wi) 中 并 比较 x 的 同 次 寡 系 数 得 
B+1=A4, 
B+C+ 本 =0， 
3B+C+ =0， 
解 此 方程 组 得 4= 本 , B= - 季 , C= 二 
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例 1.15.3， 求 极限 limcos ze 
x—0 党 


精 解 ” 先 写 出 cos x - e- 的 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 四 阶 麦 克 劳 林 公 式 ( 因 为 函数 的 分 母 是 
好 ， 所 以 分 子 只 需 写 出 四 阶 麦 克 劳 林 公 式 即 可 ) ， 寻 找 等 价 无 穷 小 ， 然 后 应 用 等 价 无 穷 小 代 


蔡 定理 计算 所 给 的 极限 . 
2 2 22S2 
由 于 cosx-e ?= [1 六 re +o(#) | -i - 季 + 击 (和 +o(x) | 





例 1.15.4 设 函数 /xz) 在 包含 原点 的 某 个 区 间 (a，5) 内 二 阶 可 导 ， 目 Jim 人 人 2 =1， 
f"(x) >0(a<x<5). 证 明 : f(x) 宇 x(a <x<6b). 
精 解 ” 由 于 f(x) 二 阶 可 导 ， 所 以 对 于 we (a,5)，f(x) 有 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 一 阶 麦 克 
劳 林 公 式 
f(x) = 有 0) +f'(0)x+ 闻 1"(E)? (是 介 于 0 与 4 之 间 的 实数 ). (1) 
由 题 设 lim 丰 全 -1 及 J() 在 点 =0 处 连续 可 得 , /0) =0, (0) =1. 将 它们 代入 式 


0 XX 





(1) 并 利用 f"(x) >0(a <x<5) 得 


f(x) =% +13 "(Es (a<x<b). 





注 当 函 数 /(*) 在 点 和 连续 ， 且 满足 iim 信忠 =4 时 ， 有 mo) =0, /(xo) =4 应 记 


2 一 %0 

住 这 个 结论 . 

例 1.15.5 设 函 数 f(x) 在 [ -1,1] 上 三 阶 可 导 , f( -1) =0, f(1) =1, f'(0) =0， 则 
存在 &e ( -1,1), 使 得 /”(é) 三 3. 

精 解 ” 由 于 要 证 明 的 是 关于 f(x) 三 阶 导数 的 一 个 不 等 式 ， 并 且 注 意 到 已 知 条 件 f'(0) = 
0， 所 以 宜 用 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 二 阶 麦克 劳 林 公式 ， 具 体 如 下 : 

由 于 f(x) 在 [ -1，1] 上 三 阶 可 导 ， 所 以 对 xe[ -1,， 1], f(x) 可 以 展开 为 带 拉 格 朗 日 
型 余 项 的 二 阶 麦 克 劳 林 公式 


fw) =fO) +f (Oe +7 f "(OP + "(E)" 








-0) +"(0) 台 + 主 1"(8) 避 (其 中 ,是 介 于 0 与 4 之 间 的 实数 ). 
特别 地 ， 有 


第 一 章 ”极限 、 连 续 与 一 元 函数 微分 学 < 





图 
所 -1) =A0) +37"(0) -二 "各 )，( 其 中 , 自 是 对 应 zx= -1 的 &) (1) 
1) =70) + 于/"(0) + 二 /"( 所 ) ，( 其 中 , 名 是 对 应 x=1 的 和 (2) 


式 (1) - 式 (2) 得 ”ff(-1)-/(1)= [人 + 三 (人 2)]， 


Bh f" (61) +f" (6) =6. 
记 f/f"(é€) =max(f”(6), f" (6 ) |), 则 J"(E ) zf" NH, €=6 ,否则 &=&. 


此 ， 存 在 #e (0，1) 或 ( -1，0)， 即 上 e ( -1, 1), 使 得 1”(&) > [7"( 生 ) +f”( 纪 )]=3. 


洛 : 必 达 大 法 则 


【主要 内 容 】 


1. 人 了 型 4 未 定式 极限 的 洛 必 达 法 则 


设 linf(%) = limg(*) =0， 则 称 Jimz 为 0 型 未 定式 极限 ， 这 里 的 m 可 以 换 成 后 ， 
xz ，o ，-o 及 +o. 

9 型 未 定式 极限 的 洛 必 达 法 则 ( 以 xxxo 情形 为 例 ) 是 : 

设 函 数 1(x)，g (x) 在 点 xo 的 某 个 去 心 邻 域内 可 导 ， 且 g'(x) 关 0， 如果 limf(x) = 


X—%0 











-0， 且 in/ (生存 在 或 为 无 1 
limg(*) =0， 且 lim 人 (和 存在 或 为 无 穷 大 ， 则 Jim 人 = lim ft 


注 《 i) 对 型 未 定式 极限 lim 人 各 在 使 用 洛 必 这 法 则 之 前 应 尽量 进行 化 简 ， 如 利用 极 
限 运算 法 则 算出 其 中 非 未 定式 部 分 的 极限 ， 对 /(x) 或 g(x) 作 等 价 无 穷 小 代 痊 等 
(iD 如果 lim 人 二 化 简 后 仍 是 久 型 未 定式 极限 ， 记 为 mm， 则 可 考虑 应 用 洛 必 


法 则 .但 是 当 fi (x) 或 gi (x) 不 易 求 导 ,或 表达 式 比较 复杂 时 ,可 将 f(x) 或 g1 (x) 按 
(x -so ) 的 窜 展 开 成 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 ， 寻 找 有 (x) 或 g1(x) 的 在 x 一 xo 时 的 等 价 无 


穷 小 ， 然后 用 等 价 无 穷 小 代 笠 算 出 lim lim 
wog1(X)” sag(%) 




















2. 呈 型 未 定式 极限 的 洛 必 这 法 则 
设 limf(x) = limg(*) =%， 则 称 lim 人 加 为 全 型 未 定式 极限 这 里 的 xx 可 以 换 成 


一 十 
Xo ，X0O ，o2 ， -oo 及 +oo. 


二 型 未 定式 极 限 的 洛 必 达 法 则 (以 * 一 xxo 情形 为 例 ) 是 : 
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设 函 数 1(x)，g(x) 在 点 xo 的 某 个 去 心 邻 域内 可 导 ， 且 g'(x) 关 0， 如果 limf(x) = 


XX0 





limg(%) =% ， 且 Jim 全 ( 芒 存 在 或 为 无 穷 大 ， 则 lm = Jim 人 2 
0 ng(x) eg (x) 


注 各 型 未 定式 极限 的 计算 方法 





( i ) 应 用 二 型 洛 必 达 法 则 计算 ; 


( 站) 用 初等 代数 运算 或 变 量 代 换 将 一 型 未 定式 极限 转换 成 型 未 定式 极限 后 再 行 计算 . 


3. 其 他 未 定式 极限 计算 方法 
其 他 未 定式 还 有 ww - % ,0. wm ,0”，1”，w? 等 型 (这 里 w - % 表 示 ; 当 limf(x) =%， 


limg( x) = % 时 的 未 定式 极限 lim [f(x) -g(x)]，xo 可 以 换 成 xy ,， x0 ，o ， -oo ，+oo. 
至 于 0. o，0"2,， 1”，o (0 型 的 未 定式 极限 也 可 以 同样 理解 ). 
o -oo 与 0. oo 型 未 定式 极限 ， 可 以 先 通 过 初等 代数 运算 或 变 : 量 代 换 转换 成 字 型 或 一 型 


未 定式 极限 ， 然 后 计算 . 
0? ，1”，o ?型 未 定式 极限 都 是 容 指 鸡 数 的 极限 im [f(x)]4 (这 里 以 x 一 wo 为 例 )， 


由 于 








lim g(x)lnf( 和 
0 


lim [f(#) 1 =e 
所 以 ， 只 要 算出 0， 型 未 定式 极限 limg(*) IY(*)， 如 果 它 的 什 为 4， 风 
im [A(#) ] ac = 


XXO 





【典型 例题 】 





3x — sin 3x 
例 1.16.1 求 极限 lm O08 x)ln(l +2x) 


精 解 所 给 极限 是 5 型 未 定式 极限 


3x — sin 3x . 3x -Sin 3x 


| —cosx)ln(l1 +2x) 0 1 2 .ox 
2 





3x 一 sin 3x_ 洛 必 达 法 则 ]; 3(1 -cos3x) 
im 








=]i 
5 x x—0 3x2 
1 2 
= lim a - Se 
0 x 2 


例 1.16.2 求 极限 jim + 





精 解 所 给 极限 是 5 型 未 定式 极限 
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jime si xX 一 X(1 +%Y) 洛 必 达 法 则 jime sin X%+ercosX 一 1 一 2x 





x—0 x x—0 3x2 


洛 必 达 法 则 1 ,. e*cosx 一 ] 
一 一 im 





3 :一 0 X 
洛 必 达 法 则 1 .. ， 
一 一 imn(ercosxy 一 ersinx) 


%—0 


注 ”本题 辕 用 种 佩 亚 诺 型 余 项 的 麦克 劳 林 公式 算出 e*sin x -x(1 +x) 的 等 价 无 穷 小 ， 再 
利用 等 价 无 穷 小 代替 定理 计算 更 显 快捷 . 

















esinx—x(l1 +x) = [1 + + +o(w) ||s -3 +o(x) | —x(l1+x) 


1 1 
=X+X 十 | -二 + 二 甩 +o(x3) —x(l1+x) 





= +o(o) 
1 3 
~ 二 (x0), 
3 
工 3 
所 以 ， lm Sn + =lim = 地 


例 1.16.3 求 极限 lim [« -el + | 


精 解 ” 所 给 极限 是 w - o 型 未 定式 极限 . 





1 
令 1= 一 
lim | -en (1 十 加 | 和 ntl 二 4 型 未 定式 极限 ] 
的 并 1—0 i 0 
i 
洛 必 达 法 则 ，. ] 二 1 1 





zi20 2 ER 
例 1 16.4 求 极限 lim [二 1 metan «1 ]. 
精 解 ”所 给 极限 是 1” 型 未 定式 极限 . 


5 2 和 Bn ln S| Broth 
lim 2 arctan x | = ed in (| 5 ) 
T 


YX 一 一 oo 


(1) 


其 中 ， lim nn [这 | arctan x | 】 (0 .oo 型 未 定式 极限 ) 


2 
lIn|—| arctan x| 
= lim EL 


YX 一 一 00 1 





(3 型 未定 式 极限 


光 
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1 
洛 必 达 法 则 ,arctan xy. (1+x*) 2.. x? 2 
一 一 lim 三 lim 三 = 一 
es et Tro-wol] +x? TT 
2 


将 它 代 入 式 (1) 得 


2 & 一 立 
lim | 一 | arctan x| =er. 
x -o_o\ 和 TT 


例 1.16.5 求 极限 lim CR a Ye 


精 解 由 于 lim x* =e. 加 ”=er =1， 所 以 所 给 的 极限 是 0 型 未 定式 极限 . 





1 1 . © 
lim (x* = 1 ) x 三 ET Inx > (1 ) 


XT+% 





其 中 lim 了 (9 -1) (名 型 未 定式 极限 ) 


m: 1 -lnyx 
人 














_ 
洛 必 达 法 则 a 2 
X- 人 十 oo 加 
区 
1 -lnzx 
= lim 一 一 (也 型 未 定式 极限 ) 
和 二 
1 -lnzyx 
-1 区 l-Inx_ 
二 Inx 下 ln 多 本 
万 
将 它 代 入 式 (1) 得 
lim (x* - 1)" =e-! BS 
YX 十 oo © 
函数 的 单调 性 
【主要 内 容 】 


设 f'(x) >0(xe(a, 5b)) 或 1'(x) 宇 0(xe (a, 5b)， 但 仅 在 有 限 个 点 处 取 等 号 )， 则 浮 
数 了 f(x) 在 (a, 5) 内 单调 增加 ; 设 /'(x) <0(xe (a, 5)) 或 f(x)0(xe (a, 5), 但 仅 在 有 
限 个 点 处 取 等 号 ) ， 则 函数 fx) 在 (a,5) 内 单调 减少 . 

注 (1 ) 以 上 结论 在 a= -%w 或 5= +oo 时 仍 成 立 ; 

(jij) 当 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 时 ,端点 x=a, x=5 可 以 并 入 到 f(x) 的 单调 区 间 中 去 . 
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143 





【典型 例题 】 


例 1.17.1 计算 下 列 函 数 的 单调 区 间 : 
(1) f(x) = V(2x 好)3; 


x+l1 











ee x <0, 
21 a 
Xlnx ， X >0. 
精 解 (1) f(x) 的 定义 域 为 ( =- ，+ % )， 且 在 定义 域 上 连续 ， 由 
1'(x) = 4(1 —%) 
1 
可 知 ,， f(x) 的 驻 点 (即使 f(x) =0 的 点 ) 为 x=1， 不 可 导 点 为 x=0，2， 据 此 列表 如 下 : 
x (-o,，0) (0, 1) (1, 2) (2，+oo) 
(xz) 一 十 一 十 
f(x) 、 pe a pe 














由 表 可 知 ，Ax) 的 单调 增加 区 间 为 [0，1] 和 [2，+o ) ,单调 减少 区 间 为 ( -w ，0] 和 
1, 21. 
| | <0, x<—2, 
(2) 当 x<0 时 ,由 f'(x) | -3 x= -2， 知 f(x) 在 (-w，-2] 上 


x2 
>0,， -2<x<0 





单调 减少 ， 在 [ -2,，0) 上 单调 增加 . 


当 #>0 时 , 由 f(x) =Inx+11=0, w= 二 ， 知 /(x) 在 [0， 三 ] 上 单调 减少 ( 这 里 由 于 
>0， 
ee 





/(#) 在 点 =0 处 右 连续 ) ， 在 | 二，+ m 外 单调 增加 


因此 ,， A) 的 单调 增加 区 间 为 [ -2，0) 和 | 二，+ om ]， 单 调 减 少 区 间 为 ( - w，-2] 
和 [0, 二 | 


例 1.17.2 设 了 水 数 在 (-w，+ wm) 上 二 阶 可 导 , 且 /(0) =0, f(x) >0. 证 明 : 
( -% ,0) 和 (0，+%) 都 是 函数 g(x) = 信忠 的 单调 增加 区 间 
精 解 ” 当 x 关 0 时 ，g(x) 可 导 且 
ga) = -Ae). 


为 了 判定 g'(x) 的 正 负 性 , 记 p(x) =xf (x) -f(x)， 则 p(x) 在 ( -ww%，+%m) 上 可 导 且 
<0, x<0, 
2 (xz) =Xf "(x%)1=0, x=0, 
>0，x >0. 
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所 以 ， 当 xw 关 0 时 ，p(x*) >p(0) =0( 这 是 因为 ， 当 x <0 时，o(x) 单 调 减少 ， 从 而 有 p(x) 
>p(0); 当 x>0 时 ,p(x) 单 调 增加 ， 从 而 有 p(x) >p(0))， 因此 g'(x) >0， 由 此 得 到 
(-o,，0) 和 (0，+o ) 都 是 函数 g(x) 的 单调 增加 区 间 . 


例 1.17.3 问 常 数 a(a==0) 为 何 值 时 ， 了 水 数 f(x) =xln(x+a) -二 仅 有 单调 减少 区 
间 ( 0， 二 | 
祖 解 利用 /“(*) 算 出 x) 的 单调 减少 区 间 ， 将 它 与 [0， 直 ] 比 较 即 可 确定 的 值 


f(x) 的 定义 域 为 ( -a，+% ), 在 其 上 f(x) 二 阶 可 导 且 有 
f'(x)=ln(x+a)+ 2 


xX+a” 





ey 1 a xX+2a 


+ = > 
XX+a (x+a)? (x +a)? 
所 以 ,， f'(x) 在 ( -a，+%w ) 上 单调 增加 ， 此 外 ， 
(De CD =， 
所 以 , 方程 六 (zx) =0 在 ( -a，+% ) 上 有 且 仅 有 一 个 实 根 ， 记 为 zxo ， 则 
<0， -a<xX<Xxo, 
f'(x)4=0, %=%o, 
>0, %>%0， 


由 此 可 知 ，/x) 的 单调 碱 少 区 间 为 ( -a， so]， 将 它 与 题 役 (0, 上] 比较 ,得 。=0( 且 容 





易 检验 wo = 二) 


注 设 函数 g(x) 在 [a, 5] 上 连续 时 ， 如果 f(a)f5) <0,， 且 fx) 在 (a, 5) 内 单调 增加 
(或 单调 减少 ) ， 则 方程 p(x) =0 在 (a, 5) 内 有 了 唯一 实 根 . 

上 述 结论 有 各 种 推广 形式 ， 例 如 : 

当 函 数 f(x) 在 (a，+ ww ) 上 连续 时 ， 如 果 lim f(%) .+ lim f(x) <0， 且 f(x) 在 
(a，+% ) 上 单调 增加 (或 单调 减少 )， 则 方程 f(x) =0 在 (a，+ % ) 上 有 唯一 实 根 . 

本 题解 答 中 应 用 了 上 述 的 推广 形式 .应 记 住 这 个 结论 及 其 推广 形式 . 

例 1.17.4 (单项 选择 题 ) 设 函数 /(x) 在 定义 域内 可 导 ， 且 y=f(x) 的 图 形 如 图 1. 17.4 
所 示 ， 则 导 函 数 y= 广 (x) 的 图 形 为 ( ”). 


yh 




















=Y 





图 1.17.4 
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yh 了 不 了 


O x a i 0 Em 


A. B. e D. 

精 解 ” 由 y=f(x) 的 图 形 可 知 ， 当 x <0 时 , f(x) 单调 增加 ，f'(x) 不 能 取 负 值 ， 于 是 选 
项 A、C 不 能 选 . 

当 x>0 时 ， 曲 线 y= 所 zx) 靠近 7y 轴 部 分 单调 增加 ， 所 以 当 x 较 小 时 . 广 (x*) 不 会 取 负 值 . 
于 是 选项 B 不 能 选 . 





























因此 本 题 选 D. 
函数 极 值 的 计算 
【主要 内 容 】 
函数 极 值 的 定义 

















en i xo 的 某 个 充分 小 的 邻 域内 有 定义 . 如 果 对 这 个 邻 域内 每 个 不 为 xzo 的 x 
都 用 x) >A(xo) (fx) < 所 zxo))， 则 称 大 xzo) 是 扎 *) 的 一 个 极 小 值 ( 极 大 值 ) ， 称 xzo 为 f(x%) 
的 一 个 极 小 值 点 ( 极 大 值 点 )， 极 小 值 与 极 大 值 统 称 极 值 ， 极 小 值 点 与 极 大 值 点 统称 极 值 点 . 

2. 函数 极 值 的 必要 条 件 

设 xo 是 函数 x) 的 极 值 点 ， 则 了 '(xo) =0 或 f(xwo) 不 存在 . 

由 此 可 知 ，f(x) 的 可 能 极 值 点 来 自 两 个 方面 : f'(x) 为 零 的 点 ( 称 为 f(x) 的 驻 点 ) 和 
了 '(x) 不 存在 的 点 . 

3. 限 数 极 值 的 充分 条 件 

第 一 充分 条 件 : 设 函 数 /(x) 在 点 «6 处 连续 ， 在 点 x% 的 某 个 去 心 邻 域 (m -5, 各) U 
(xo，Xo +6)(6 >0) 内 可 导 . 

(1) 如 果 xe(xo-6,， xo) 时 f'(x) >0, xe(xo，xo +6) 时 f(x) <0， 则 f(xwo) 是 f(x) 
的 一 个 极 大 值 ; 

(2) 如 果 x*s(xo-6,，xo) 时 广 (z) <0, xe(xo,，xo+6) 时 f(x) >0,， 则 所 xzo) 是 成 x) 
的 一 个 极 小 值 ; 

(3) 如 果 xe (x0 -6，x0) U(xo, xo +6) 时 了/" (x) 的 符号 保持 不 变 ， 则 f(xo) 不 是 f(x) 的 
极 值 . 

第 二 充分 条 件 : 设 函 数 fx) 在 点 xo 处 二 阶 可 导 , 且 f'(xo)=0, f/f"(xo) 关 0， 则 

(1) 当 了 "(xo) <0 时, (wo) 是 fx) 的 一 个 极 大 值 ，; 

(2) 当 /"(xo) >0 时 , f(xo) 是 A(x) 的 一 个 极 小 值 . 

4. 函数 极 值 的 计算 步骤 

函数 极 值 可 按 以 下 步骤 计算 ; 
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(1) 计算 x) 的 定义 域 ， 

(2) 在 定义 域内 计算 fx) 的 所 有 可 能 极 值 点 ( 即 f(%) 的 驻 点 与 导数 f(x) 不 存在 的 点 ， 
此 外 将 分 段 函 数 的 分 段 点 也 列 人 可 能 极 值 点 ) ， 记 为 x ，x2p，…，w; 

(3) 由 第 一 充分 条 件 或 第 二 充分 条 件 逐 一 判定 xi ，x,，…，x, 是 否 为 Ax) 的 极 大 值 点 
或 极 小 值 点 ， 如 果 是 ， 算 出 对 应 的 函数 值 ， 即 得 f(x) 的 极 值 . 





【典型 例题 】 
例 1.18.1 (单项 选择 题 ) 设 函数 (x) 在 点 x=0 的 某 个 邻 域 内 连续 ， 且 满足 
fx) _ 0 是 
lim 0 oo zy = 1， 则 x=0 是 ( )- 

A.f(x) 的 驻 点 ， 且 为 极 大 值 点 B.A(x) 的 驻 点 ， 且 为 极 小 值 点 

C.f(x) 的 驻 点 ,但 不 是 极 值 点 D. 不 是 f(x) 的 驻 点 
A ) 

精 解 由 limT 一 ca | st 从 而 1'(0) =0， 即 x =0 
a 0X(1 一 cos%) x 


是 A(x) 的 驻 点 ,， 且 f(0) =0. 
另 由 题 设 lim -一 故 s = -1 知 在 ( -6, 0) U(0, 5) (6 是 某 个 充分 小 的 正 数 ) 内 


0 %(1 一 cos%) 


0 所 以 ， 当 xe( -8, 0) 时 , f(x) >0=f(0); 当 xe(0, 6) 时 , f(x) <0= 


f(0). 由 此 可 知 ，x =0 不 是 f(x) 的 极 值 点 . 

因此 本 题 选 C. 

例 1.18.2 (单项 选择 题 ) 设 偶 函 数 拟 xz) 在 点 x =0 处 二 阶 可 导 , 且 f"(0) 头 0, 则 w=0 
( > 

A. 是 f(x) 的 驻 点 ,但 不 是 极 值 点 

B. 不 是 f(x) 的 驻 点 ,但 是 极 值 点 

C. 是 f(x) 的 驻 点 和 极 值 点 

D. 既 不 是 f(x) 的 驻 点 ， 也 不 是 极 值 点 

精 解 ” 由 f(x) 是 偶 函 数 知 ，f'(x) 是 奇 函 数 ， 并 且 在 点 x =0 处 连续 ， 所 以 f'(0) =0， 
即 x =0 是 了 (x) 的 驻 点 . 

由 于 了 ”(0) 关 0， 所 以 x =0 是 f(x) 的 极 值 点 . 

因此 本 题 选 C. 

注 当 f(x) 是 可 导 的 偶 函 数 ( 奇 函数 ) 时 , f'(x) 是 奇 函数 (人 

例 1.18.3 求 函 数 /(x) = 1 x1e-'*-1! 的 极 值 . 

精 解 ”f(x) 的 定义 域 为 ( -w ，+%), 是 












































上 是 


函数 ). 


f(x) =4xer 1， 0<x1, 
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-(1+x)er-1， x<0， 
(xz) =1(L1+x)er-1， 0<x1, 
(1 -x)e -1), wx>1, 
所 以 fx) 的 可 能 极 值 点 为 x= -1( 驻 点 )，x =0，!L( 都 是 分 段 点 ) ， 据 此 列表 如 下 : 

x (C=, =1) -1 (-1, 0) 0 (0, 1) 1 (1, +%) 
f(x) + 0 _ 
/ln) 7 去 、 0 7 1 & 

1 


由 表 可 知 , f( -1) = f(1) =1 都 是 fx) 的 极 大 值 ，f(0) =0 是 f(x) 的 极 小 值 . 


例 1.18.4 设 函 数 y=y(x) 由 方程 27 -2y +2xy -x? =1 确定 , 求 y=y(x) 的 驻 点 ， 并 
判断 它 是 否 为 极 值 点 . 
精 解 ”所 给 方程 两 边 对 x 求 导 得 
3yy' -2yy’ +y+xy’ ~x=0. (1) 
设 驻 点 为 xzo， 记 yo =y(xo)， 将 它们 以 及 y'(xo) =0 代入 式 (1) 得 yo =xo， 将 x=xo， 
y=yYo =x0o 代 入 题 设 的 方程 得 2x6 -x6 =1， 即 2xi -xi -1=0， 由 于 (2xa -2x6)+(xb -1) = 
(xo —1) (2 +xo +1)， 所 以 ， 方程 2x8 一 和 -1=0 有 且 仅 有 实 根 xo =1， 即 y=y(x*) 只 有 唯 
一 的 驻 点 x=1. 
式 (1) 的 两 边 对 xx 求 导 得 
6y(Y 六 +37 -2(7)? -2yy° +27 +xy" -1=0, (2) 
将 x=1， y=1 以 及 y =0 代入 式 (2) 得 
a = 地 >0. 


所 以 x=1 是 y=y(x) 的 极 小 值 点 . 

例 1.18.5 求 在 点 x=1 处 有 极 大 值 6, 在 点 x =3 处 有 极 小 值 2 的 最 低 次 多 项 式 ( 它 的 
最 高 次 系数 为 1) 的 表达 式 . 

精 解 ”对 一 次 多 项 式 、 二 次 多 项 式 等 逐一 检验 ， 求 得 满足 要 求 的 多 项 式 . 

由 于 一 次 多 项 式 无 极 大 值 与 极 小 值 ， 所 以 不 满足 要 求 . 

由 于 二 次 多 项 式 ( 它 的 图 形 是 抛物 线 ) 不 会 既 有 极 大 值 又 有 极 小 值 ， 所 以 也 不 满足 要 求 . 

下 面 考 虑 三 次 多 项 式 x? + ax? +bx+c. 

记 y =x3 +ax2 +bx +c， 则 =3x2 +2ax +0，y” =6x +2a. 于 是 由 题 设 知 ， a, b,c 应 满 
足以 下 方程 和 不 等 式 组 : 








dla 0 1+a+b+c=6, 

y |.-3 =2， 27 +9a +3b +c=2， 
六 | -1 =0， 即 3+2a+6=0， 

7 | -3 =0， 27 +6a +0 =0， 
y"|,_1 <0, 6+2a<0, 

"|, >0 18 +2a >0. 
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解 此 方程 和 不 等 式 组 得 = -6, b=9, c=2， 所 以 符合 题 意 的 多 项 式 为 x? -6x2 +9x +2. 





函数 最 值 的 计算 


【主要 内 容 】 


1. 设 函 数 A(x) 在 [a,，5] 上 连续 ， 则 f(x) 在 [a,，5] 上 必 有 最 大 值 MM 与 最 小 值 mw， 它 们 可 
按 以 下 步骤 计算 : 
(1) 算出 x) 在 (a， wo 记 为 x1，%2y，… Xn; 
(2) 比较 wi)， 扩 xo) ，…， f(x,)， f(a)， f(b)， 其 中 最 大 者 即 为 M， 最 小 者 即 为 m. 
2. 设 函 数 /(x) 在 (a， 5) 内 可 导 ， 且 存 在 x6e (a, 5)， 使 得 
<0, a<x<xo, 
f'(x)1=0, %=%o, 
>0, xo<x<b 
>0， a<x<%o, 
或 f(x)1=0, w=%o, 
<0, wo<%x<b, 
则 了 (x) 在 (a, 5) 内 有 最 小 值 f(xo)， 无 最 大 值 (或 有 最 大 值 f(xo)， 无 最 小 值 ).， 这 里 的 a, 6 
可 分 别 为 - w ，+ %. 


【典型 例题 】 


全 19.1 求 函 数 Kx) = | -3x+21 在 [ -10，10] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
精 解 ee =f(x) 容易 画 出 ， 因 此 用 画图 方法 求解 本 题 . 
由 y= 和 -3x+2=(x -1)(x-2) 的 图 形 直接 可 得 y= | x -3x+21 的 图 形 如 图 1. 19.1 
所 示 ， 由 图 可 知 f(x) 在 [ -10，10] 上 的 最 小 值 为 0( 它 在 点 x =1，2 处 取 到 ) ， 最 大 值 为 


max|/ | f( -10), 1(10) | = max| 二， 132 ， 72| = 132( 它 在 点 x= -10 处 取 到 ). 























yh 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 | > 
要 0 1.3- 记 10 
10 3 x 
图 1.19.1 


例 1.19.2 设 函 函数 /(«) = 二 在 [5，+ om ) 上 的 最 大 值 为 M(t) ， 求 M(1) 的 表达 式 . 
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精 解 、 用 导数 方法 画 出 y =/(4) 的 概 图 ， 由 此 可 得 到 M(1) 的 表达 式 . 
f(x) 的 定义 域 为 ( - w ，+o )， 在 其 上 可 导 且 
f'(x) _2(2+x) -(1+2x) :2x 2(x+2)(x-1) 











(2 十 2 ) 7 (2 + x )? 
所 以 ， f(x) 的 可 能 极 值 点 为 x = -2，1， 据 此 列表 如 下 : 
x (-o，-2) =2 {=2, 1) 1 (1, +%) 
f "(x) ES 0 F 0 
Ha) -过 六 1 AN 

















由 上 表 及 lim f(x) = lim f(x) =0 知 y=f(x) 的 概 图 如 图 1. 19. 2 所 示 . 由 图 可 知 


] ， t<1, 
M(t) = 11 +2t 本 
2 + . 











图 1.19.2 


例 1.19.3 设 4， B 是 抛物 线 工 : y=4—x’ 与 直线 7. y=1+2% 的 交点 (其 中 ， 点 4 位 于 
点 五 的 左边 ) ，C 是 工 的 4B 上 的 任 一 点 ， 求 人 4BC 的 最 大 面积 . 
精 解 ” 设 C 的 横 坐 标 为 *,， 写 出 入 4BC 的 面积 $ 关于 w 的 表达 式 ， 然 后 计算 $ 的 最 大 
值 ， 具 体 计算 如 下 ; 
=4 一 科 
解 方程 组 !Y ， 


B=(1, 3). 
设 C=(xo，y)(-3<x 和 1， =4-2)， 则 A4BC 的 面积 








we i 所 以 A=(-3， -5), 


se 
$=54B*d, 





其 中 , 4B= V[1-(-3)]?+[3-(-5)]?=4%5. 


点 C 到 1 的 距离 4- 1+ -和 | _1 





1 
124 +2x0 一 3 | = -所 (3 +2%0 -3) 





F234( 1) 3 
(由 于 对 xoe[ -3，1] 有 妇 +2xo -3<0)， 
所 以 ， S= -2(x1 +2x0 -3), xoe[ -3, 1]. 
>0，-3 <xo< -1， 
由 乓 -= -4(xo+1) =0，xo = -1, 知 5 的 最 大 值 为 S( -1) =8. 


<0, -1<xo<l 
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例 1.19.4 设 函 数 /(x) = (1+x? +axt)e-”， 按 常数 a(a >0) 的 取 值 讨 论 f(x) 在 
(-o，+o) 上 的 最 值 . 

精 解 ”由 于 f(x) 是 偶 函 数 ， 所 以 只 要 考虑 a 的 取 值 与 AXz) 在 [0，+ oo ) 上 取 最 大 值 的 关 
系 即 可 . 

f(x) 在 [0，+% ) 上 可 导 且 


j 太 (xz) =(2x+4axz3)e- -2x(1 + +axt)e-™ 


= 一 2ax3 6 2 
a 

















当 0 <a< 六 时 ,， 太 (z) <0, we (0，+wm)， 所 以 J(x) 在 [0，+wm) 上 有 最 大 值 /(0) =1. 
由 于 lim f(x) =0， 所 以 (x) 在 [0，+ % ) 上 无 最 小 值 ， 因 此 , f(%) 在 ( -w，+%) 上 有 最 大 
值 /(0) =1， 无 最 小 值 

当 a> 广 时 ， We 省 


>0， 0 <XY < 


HOPE N | Ns =0,， za 

他 a a 

<0， % > Co 
a 


所 以 , f/x) 在 [0， + ) 上 有 最 大 信 / Ee = (4 -De 此 外 ,由 /(0) =1， 而 


a 


2a-l 
a ? 





lim Kx) =0 知 无 最 小 值 ， 因 此 , f(x) 在 (-w,，+ = ) 上 有 最 大 值 / 1) -= 
/|[ -并 -orDe 无 最 小 值 . 


不 等 式 的 导数 证 明 


【主要 内 容 】 

函数 不 等 式 f(x) <g(x) (x e (a, 5)) 的 证 明 ， 总 是 先 作 辅助 函数 .通常 作 辅 助 函 数 
F(x) =g(x) -A(x)， 如 果 这 样 的 P(x) 不 易 求 导 ， 或 求 导 后 的 表达 式 比较 复杂 ， 其 符号 不 易 
确定 ， 则 可 先 对 不 等 式 作 适 当 的 等 价 变形 ， 例 如 将 三 角 函 数 集中 到 不 等 号 的 一 边 ; 将 反 三 角 
函数 和 对 数 函 数 分 散 到 不 等 号 两 边 等 ， 再 作 辅 助 函数 . 

如 果 F(x) 在 (a, 5) 内 可 导 ， 则 当下 (x) >0(xe (a, 5)) 及 lim (x) =A>0 时， 有 
F(x) >A=0, 即 f(x) <g(x)(xe(a, 5)); 当 F'(x) <0(xe(a, 5)) 及 se, =B=0 
时 ,有 F(x) >B=0， f(x) <g(x)(xe(a, 0)); 当 存 在 xo € (a， b) ， 使 得 
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<0， a<x<xo, 
F'(x)1 =0, %=%0, 
>0, xo <x<b, 
且 F(xo)=c>0 时 有 F(x)c>0, 即 f(x) <g(x)(xe(a, 0)). 


【典型 例题 】 





例 1.20.1 证 明 : 当 xe(0, 1) 时 ， A 


十 区 arcsin % 





精 解 ” 需 将 In(1 + xy) 与 arcsin x 分 散 到 不 等 式 的 两 边 ， 故 将 欲 证 的 不 等 式 改写 为 | 1 过， 


arcsin x <ln(1+%), 或 V1--x2arcsin x<(1+x)In(1+x). 于 是 作 辅 助 函数 


F(x) =(1+x)In(l +%x) - V1 -xarcsin x. 
显然 ， 它 在 (0，1 ) 内 可 导 且 














F'(x) =ln(1+x) -0 
1 —x 


所 以 Bln) > Mim ht) =0. 从 而 当 xwe (0， 1) 时 有 





1-x ln(1l +x) 
< a 
ll +x arcsin x 


例 1.20.2 证 明 : 当 xe(0, 1) 时 , (1 +x)ln? (1 +x) <x’. 


精 解 ” 如 作 辅 助 函 数 P(x) =x?2 (1+x)In?*(1+%x)， 则 FY(x) 的 表达 式 比较 复杂 ， 


易 判 别 其 符号 ， 因 此 先 将 待 证 不 等 式 改写 为 


x 





ln(1 +x) < 
十 区 





于 是 作 辅 助 函数 F(x) = 有 (+), 则 F(x) 在 (0，1) 内 可 导 且 


2 十 万 1 
ol 
_1-2 Vl+x+(l +x) _(1-— VL+a)? Si 
2(1 +x)¥ 2(1 +x)¥ 
由 此 可 知 ，F(x) > lim F(x) =0， 从 而 当 xe (0, 1) 时 有 


F'(x) = 











In(1 +x) < 对 ， 即 (1+x)ln2(1+x) <2x. 
Vl1+x 
例 1.20.3 设 xe (0,，2)， 证 明 . 4xlnx=x* +2x -3. 
2 RE: 
精 解 “将 欲 证 不 等 式 改写 成 mn x 之 





记 F(s) =mx- 革 -二 + 妈 ， 则 Fe) 在 (0，2) 内 可 导 , 且 
/ _1_1 3 = X —4x+3 
Oe 4x? 


不 
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<0，0<x<1l， 

0 

= 一 一] = 
4x 


要 第 宇 儿 。 
>0, 1 <x <2 
所 以 ,对 xe (0, 2) 有 F(x) 宇 F(1), 即 4xln x 宇 x? +2x -3. 


例 1. 20.4 设 *e| 0， 2 证 明 : n> Yeost 
精 解 ” 将 三 角 函 数 集 中 到 不 等 号 的 左边 ， 欲 证 的 不 等 式 改写 成 
COS en X >X. 


因此 作 辅 助 函数 F(x) = cos-wsin % 一 %， 则 它 在 (0， 于 ) 内 二 阶 可 导 且 





1 二 2 2 3 六 了 
r(x) = 3 cos wsin® % + COs % —1 =3C0s 3x| cos"x 一 二 cos3X 十 二 


和 2 


- cos = [ee 十 到] (6083% -1) >0， 


所 以 ，F(#) 在 (0， 全 ] 内 单调 增加 ， 由 此 得 到 , 对 xs [0, 至 闻 
F(x) > lim F(x) =0， 即 60 太志 
多 一夫 + 
于 是 对 x e (0， 1) 有 sa 二 > Meog x. 
例 1.20.5 设 e<a<b<e@, 证 明 ; ln20 -In?a> 和 (bp-a). 
e 
精 解 ” 将 欲 证 不 等 式 中 的 改 为 x( 将 we 改 为 x 也 可 以 ) ， 转 化 为 函数 不 等 式 : 
a 0 (a<x<e’). 
e 
为 了 证 明 这 个 函数 不 等 式 ， 作 辅助 函数 
F(x) =ln2x -ln2a = -a), 
e 
则 它 在 (a，e) 内 二 阶 可 导 且 


F(x) = 


e2” 
Wit I) th 

所 以 ，F'(x) 在 (a，e ) 内 单调 减少 ， 从 而 对 xe (a, e。?) 有 
F(x)> Md ee) =0,，, 


即 F(x) 在 (a，e?) 内 单调 增加 ， 所 以 对 于 be (ac，e2 ) 有 
F(b) >F(a) =0. 
从 而 证 得 ， 对 e<a<5b<e* 有 


ln20 -ln?a 5 —a). 
e 
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方程 不 同 实 根 个 数 的 判定 


【主要 内 容 】 

1. 设 函 数 作 x) 在 [a, 5] 上 连续 ， 且 f(a)f(5) <0， 则 方程 人 x) =0 在 (a, 5) 内 有 实 根 . 

这 一 结论 有 各 种 推广 形式 ， 例 如 ， 

(1) 设 函 数 A(x) 在 (a, 5b) 内 连续 ， 且 lim f(x)… lim /(%) <0， 则 方程 f(x) =0 在 
(a, 5b) 内 有 实 根 . 

(2) 设 函 数 J 作 x) 在 [a，+ w ) 上 连续 , 且 f(a) lim f(x) <0, 则 方程 (x) =0 在 
[a，+% ) 上 有 实 根 . 

2. 设 f(x) 是 [a, 5] 上 的 连续 单调 函数 ， 且 f(a)f(5) <0， 则 方程 f(x) =0 在 (a, 5) 内 
有 唯一 实 根 .这 一 结论 也 可 表示 为 如 下 形式 : 

设 函 数 A(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 且 f'(x) >0( 或 f'(x) <0)， 此 外 ， 
f(a)f(b) <0， 则 方程 所 xz) =0 在 (a, 5) 内 有 唯一 实 根 . 

以 上 结论 有 各 种 推广 形式 ， 例 如 ， 

(1) 设 函 数 /(x) 在 (a, 5) 内 可 导 且 /'(x) >0( 或 1'(x) <0)， 此 外 ，lim F(x) ， 
lm 所 wx) <0， 则 方程 fx) 在 (a, 56) 内 有 唯一 实 根 

(2) 设 函 数 /(x) 在 (a，+% ) 上 可 导 且 /'(x) >0( 或 1(x) <0)， 此 外 ，lim 了 (x) 
im A(x) <0， 则 方程 Ax) 在 (a，+ % ) 上 有 了 唯一 实 根 . 








【典型 例题 】 
例 1.21.1 设 函 数 /(x) 在 [a, 5] 上 可 导 , 且 /'(x) <1， 又 设 对 任意 xe [a, 5]， 有 
a<f(x) <D， i 记 g(x) = 了 [x +f(x) |] ,证 明 . 方程 g(x%) =x 在 (a， 4) 内 有 唯一 实 根 . 


精 解 记 G(x) =g(x) -< = 二 [7a) -x]， 则 G(x) 在 [a, 5] 上 可 导 且 
C(x) = 方 [1 (x) -1] <0 (利用 题 设 /1'(x) <1). 
此 外 ，G(a) Cb) = 二 [Ka) -a] ,二 [CD) -6] <0， 所 以 方程 C(x) =0， 即 g(x) =x 在 


(a, b) 内 有 唯一 实 根 . 
例 1.21.2 求 方程 xe** -2x 一 cosx +7 =0 在 (0，1) 内 的 实 根 个 数 . 


精 解 ” 记 f(x) =xe* -2x -cos x+ 三好 ， 则 fx) 在 [0，1] 上 二 阶 可 导 且 
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f'(x)=(1 +2x)e” -2 +sinx+x, 
f"(x)=4(1 +x)e”* +cos x+1 >0, 
即 f'(x) 在 (0，1) 内 单调 增加 ， 此 外 
f°(0)f'(1) =(-1). (3e -1+sinl) <0, 
所 以 , 方程 (x) =0 在 (0，1) 内 有 唯一 实 根 ， 记 为 zx ， 则 有 
<0, 0<x<wo, 
f'(x)1=0, %=%o, 
>0, wo<x<l, 
zo 将 (0，1) 分 成 两 个 子 区 间 (0，xo ) 和 (xo，1). 
当 xe (0， wo0) 时 , f(x) <K0) = -1<0， 所 以 方程 fx) =0 在 (0，xo ) 内 无 实 根 . 
当 wxe (xo，1) 时 ,由 于 f(x) 是 单调 增加 ， 且 


fxo)f C1) <f(0)f(1)=( -1): G -2 eosl <0, 


所 以 ,方程 在 (xo。，1) 内 有 唯一 实 根 . 

综 上 所 述 , 方程 在 (0，1) 内 有 唯一 实 根 . 

例 1.21.3 设 函 数 f(x) 在 [1，+% )) 上 二 阶 可 导 且 f(x) 0, f(1) =2 和 广 (1) = -3. 
证 明 : 方程 f(x) =0 在 (1，+% ) 上 有 唯一 实 根 . 

精 解 ” 先 证 明 扩 zx) 在 (1，+o ) 上 单调 ， 然 后 对 f(x) 在 [1，+ % ) 上 应 用 连续 函数 零点 
定理 ， 即 证 明 f(1) ”lim f(x) =2 lim f(x) <0. 

由 于 了 '(z) 在 [1,，x](x >1) 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 所 以 存在 me (1，x) ， 使 得 

f(x) -A (1)=f"(n) x-1), Bf'(x) = -3+f"(n) (x-1) <0， 

即 f(%) 在 (1，+% ) 上 单调 减少 ， 此 外 ， 对 任意 xe (1，+% ), f(x%) 可 以 按 (wx -1) 的 寡 展 
开 为 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 一 阶 泰勒 公式 


Hz) =H) tf (Del) +37"(é) (x-1)? 


-2-3(z -1 +37"(€) (x-1)? (te (1, «)) 
<5 -3x， 
由 此 可 知 ， lim f(x) = -%, 即 
fl) » lim Ke) <0. 

因此 方程 f(x) =0 在 (1，+% ) 上 有 唯一 实 根 . 
例 1.21.4 讨论 方程 arctan x -x=0 不 同 实 根 个 数 与 参数 的 关系 . 
精 解 ” 记 f(x) = arctan x -x， 显 然 不 论 取 何 值 ，x =0 都 是 方程 fx) =0 的 实 根 . 
由 于 f(x) 是 奇 函 数 ， 因 此 可 从 计算 方程 fx) =0 在 (0，+ w ) 上 的 不 同 实 根 个 数 入 手 . 
由 于 /'(%) =- -1 - 全 二 于 二， 所 以 ; 


] 十 
当 -1<0,， 即 a1 时 , f'(x) <0， 即 Kx) 在 (0，+o ) 上 单调 减少 ， 于 是 
f(x) <f(0)=0 (xe(0, +%)), 
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由 此 可 知 ， 此 时 方程 fx) =0 在 (0，+ % ) 上 无 实 根 
当 -1>0， 即 >1 时 ， 
>0， 0<x< vk-1l, 
f(x)1=0, w= VE-1l, 
<0, x> vkE-l. 
于 是 , 对 xe (0，vVE-1], f(x) >f/(0) =0 知 , 方程 f(x) =0 在 (0，Vk -1] 上 无 实 根 ; 对 
xe( Vk-1l, +%), f(x)<0, 并 Hf( Vk -1) >0, ‘lim f(x*) =-o， 即 


八 v-1) lim f(x) <0， 


所 以 ， 此 时 方程 fx) =0 在 ( Vk -1，+ % ) 上 有 唯一 实 根 ， 记 为 xo. 

综 上 所 述 ， 在 <1 时 方程 fx) =0 仅 有 实 根 x =0; 在 >1 时 方程 f(x) =0 有 三 个 不 同 
的 实 根 : x=xo,， %=0 及 x= 一 xo. 

例 1.21.5 讨论 参数 ac 的 取 值 范围 与 方程 2x3 -9x2 +12x -a=0 的 不 同 实 根 个 数 之 间 的 
关系 . 

精 解 ” 记 f/(x) =2x -9x? +12x -a， 按 f(x) 的 驻 点 将 其 定义 域 划分 成 若干 个 小 区 间 ， 然 
后 在 每 个 小 区 间 上 (注意 : 在 每 个 小 区 间 上 f(x) 都 是 单调 的 ) 考 虑 方程 fx) =0 有 无 实 根 与 a 
取 值 的 关系 即 可 . 

由 f'(x) =6( 巡 -3x+2) =6(x 一 1)(x-2) 知 f(x) 的 驻 点 为 x=1，2.， 据 此 列表 如 下 . 









































% 一 oo (-o，1) 1 (15 2) 2 (2，+oo) 十 oo 
f' (x) + 0 一 0 十 
f(x) 一 oo 7 5-a 六 4-a By + oo 
由 表 可 知 ， 


当 5 -a>0 且 4-a<0, 即 4<a<5 时 , 方程 f(x) =0 在 ( -ww, 1), (1, 2) 及 (2，+%) 
上 都 有 了 唯一 实 根 ， 即 此 时 方程 f(x) =0 有 三 个 不 同 实 根 

当 5-a=0,， 即 a=5 时 , 方程 f(x) =0 在 (2，+ w ) 上 有 唯一 实 根 ， 此 外 有 实 根 x =1， 
即 此 时 方程 fx) =0 有 两 个 不 同 实 根 

当 4-a=0， 即 a=4 时 , 方程 f(x) =0 在 (-oo， 
即 此 时 方程 Kx) =0 有 两 个 不 同 实 根 . 

当 5 -a<0, 即 a >5 时， 方程 Ax) =0 仅 在 (2，+o ) 上 有 唯一 实 根 ， 即 此 时 方程 f(x) 
=0 只 有 一 个 实 根 

当 4 -a>0， 即 a<4 时 , 方程 fx) =0 仅 在 ( -oo ， 
=0 只 有 一 个 实 根 . 


1) 上 有 唯一 实 根 ， 此 外 有 实 根 x =2， 





1) 上 有 唯一 实 根 ， 即 此 时 方程 f(x) 


曲线 凹凸 性 、 拐 点 的 计算 及 曲率 、 曲 率 圆 的 概念 


1. 曲线 凹凸 性 及 其 判定 方法 
在 某 个 区 间 内 ， 如 果 曲 线 位 于 其 上 任意 一 点 的 切线 的 上 方 ( 下 方 ) ， 则 称 曲 线 在 该 区 间 
内 为 四 的 ( 凸 的 ). 
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曲线 y =f(x) 在 区 间 7 上 四 凸 性 的 判定 方法 是 .; 

设 函 数 f(x) 在 1 上 二 阶 可 导 .， 如 果 f"(x) >0(xe7)， 则 曲线 y=f(x) 在 TIT 上 是 四 的 ， 如 
果 f”"(x) <0(xe7)， 则 曲线 y=f(x) 在 I 上 是 凸 的 . 

2. 曲线 拐点 及 其 计算 方法 

设 函 数 了 x) 连续 ， 则 曲线 y=f(x) 上 的 四 弧 与 凸 弧 的 分 界 点 称 为 该 曲线 的 拐点 . 

曲线 y =f(x) (f(x) 是 连续 函数 ) 的 拐点 可 按 以 下 步骤 计算 . 

(1) 在 f(x) 的 定义 域 上 ， 求 方程 "(x) =0 的 实 根 和 使 f"(x) 不 存在 的 点 ， 设 为 
NX]1, NX, 区 


n9 


(2) 对 由 步骤 (1) 算 得 的 每 个 *,， 如 果 在 其 两 侧 邻 近 /"(*) 为 异 号 ， 则 (%;，/(%) ) 是 昌 

3. 曲率 与 曲率 圆 的 概念 

这 里 ， 考 察 的 曲线 y =/(x) 是 光滑 的 ( 即 该 曲线 的 每 一 点 都 有 切线 ). 

如 末 lim 可 (其 中 ， As 为 曲线 y=f(x) 的 MM' 的 长 度 ， Aa 为 动 点 叶 灌 WY 移动 到 点 
MM 时 相应 的 切线 转 过 的 角度 ) 存在 ， 则 称 这 个 极限 值 K 为 曲线 y=/(x) 在 点 MM 处 的 曲率 ， 即 











As| 








天 = lim 
As 一 0 





如 果 函 数 Ax) 二 阶 可 导 ， 则 
人 = | 3 9 
[1+(C7 2 
六 
并 称 p = 和 大。 为 曲线 y=f(x) 在 点 M 处 的 曲率 半径 ; 当 K 关 0 时， 以 点 DD 为 中 心 、p 
,人 =0 
为 半径 的 圆 称 为 曲线 y =f(x) 在 点 履 的 曲率 贺 ， 其 中 DD 是 在 点 N 处 的 曲线 的 法 线 上 ， 且 在 
止 的 一 侧 所 取 的 点 ， 它 与 点 M 的 距离 为 p， 所 以 ， 曲 率 圆 与 曲线 在 点 M 处 有 相同 的 切线 和 
曲率 ， 且 在 点 屠 处 有 相同 的 四 是 性. 


【典型 例题 】 


例 1.22.1 计算 下 列 曲线 y= 旋 zx) 的 凹凸 区 间 ( 即 曲线 y= 恋 x) 思 弧 区 间 与 凸 弧 区 间 ) 与 
拐点 : 


(1) f(x) = 





2x? 
(1 一 x) 
-x +1, x%<0, 


(2) fx) =1 » 


X >0. 
精 解 (1) y=f/(x) 的 定义 域 为 ( -w ,1)U(1，+%), 是 在 其 上 二 阶 可 导 ， 








显然 使 交 =0 的 点 为 x= - 六 据 此 列表 如 下 : 
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57 | 
(> | es (-3 1) (1, +%) 
7 一 0 + 


由 表 可 知 ， 曲线 了 =) 的 凸 区 间 为 | - ， -二 |， 凹 区 间 为 | - 方 ， 1 (1, +% )， 损 点 


1 2 
为 - 访 , 引 ) 
(2) y=f(x) 的 定义 域 为 ( - w ，+w )， 且 在 其 上 连续 ， 此 外 有 
—2% x<0 
"= : ’ 这 二 多 人 点 X 《 
y GE pi (这 里 不 必 确 定 y 在 点 x =0 处 的 可 导 性 )， 


=2; x<0, 
/ 二 、\Y yA ee 是 序 :三 , 和 
区 [2Cnr +1)? + 二 ]， x>0 (这 里 不 必 确 定 在 点 0 处 的 可 导 性 )， 
由 此 可 知 ， 曲 线 y =f/(x) (连续 函数 ) 的 凸 区 间 为 ( - w ，0] ， 凹 区 间 为 [0，+ wm ) ， 拐 点 为 
(0, 1). 
例 1.22.2 (单项 选择 题 ) 曲 线 y= (x -1)(z-2) (xz -3) (x -4)4 的 拐点 是 ( ” ). 











A.(1, 0) B. (2, 0) C. (3, 0) D. (4, 0) 
精 解 ” 由 
和 (-o,，1) 1 (1 人) 2 (2,.3) 3 (3, 4) 4 (4, +%) 
y 十 0 一 0 一 0 十 0 十 
可 得 y=(x-1)(x-2) (x-3)?(x—-4)4 的 概 图 如 图 1. 22. 2 所 示 . 由 图 可 知 点 (3， 0) 是 所 


因此 本 题 选 C. 





= 





图 1.22.2 
例 1.22.3 (单项 选择 题 ) 设 函数 f(x) 满足 f(x) = -f( -x), xe(-w，+%), 是 在 
(0，+o) 上 xz) >0, f"(x) >0, 则 fx) 在 ( -ww, 0) 上 ( ). 
A. 单调 增加 且 其 图 形 是 四 的 
B. 单调 增加 且 其 图 形 是 凸 的 
C. 单调 减少 且 其 图 形 是 凹 的 
D. 单调 减少 且 其 图 形 是 凸 的 
精 解 ” 由 f(x) 是 奇 函 数 知 f'(x) 是 偶 函 数 ，f"(x) 是 奇 函 数 ， 所 以 在 ( -w,， 0) 上 "(x) 
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>0, f”(x) <0， 即 在 ( -o,，0) 上 Kx) 单调 增加 且 其 图 形 是 凸 的 . 
因此 本 题 选 B. 
例 1.22.4 计算 下 列 各 题 : 
(1) 求 曲 线 y =lnx 上 曲率 K(x) 最 大 的 点 ; 


COSX ， = 
(2) 求 曲 线 y= . 的 曲率 K(x%). 
Le 0<x <l1 


精 解 (1) 先 算出 曲率 K(x) ， 然 后 计算 使 它 取 得 最 大 值 的 x. 
y = lnx 的 定义 域 为 (0，+ w% ) ， 在 其 定义 域内 




















i rl 
站 = 小 x” 
1 
Ui 2 
所 以 K(#) = 一 = 一 一 
BE 
x2 
显然 K(x) 在 (0，+%) 上 可 导 有 是 
>0 Ce 
2 
_ 9x2 1 
K'(x) = 1 2% 5 =0， 和 二 一 ， 
(1 +22)Y 2 
<0,，, te 
o> 





1 


由 此 可 知 ，K(x) 在 点 二 二 外 取得 最 大 全 即 曲线 y =nx 的 最 大 曲率 点 为 | 太 


(2) 先 算出 y ，y”"， 然 后 按 曲率 公式 计算 所 给 曲线 的 曲率 . 
当 xe | - 王 ， 0 隔 ， y'= 一 sin x; 当 xe(0,，1) 时 ，y = -*， 并 且 由 


yY“(0) = | = = lim 0B =0,，, 








x—0- 多 2X 一 "0 一 多 
yy, (0) = lim 多 2 20) = lim : =0 
s+ w+ 
知 y'(0) =0， 于 是 有 
— sinx, Sh <0， 
y'(x) = 2 
一 %， 0<x <1. 


_Im2 


此 外 ， 当 xse | - 子 ， 0 膨 ， y"= -cosx; 当 xe (0, 1) 时 , 办 = -1， 并 且 由 








y"(0) = lim 2 Cu) =y (0 Si 一 |， 
x—0- 你 x—0- % 

y'(0) = lim 守 CB A lim 二 -= -1. 
X 一 0 + % 


x—0+ 光 


第 一 章 “ 极限 、 连 续 与 一 元 函数 微分 学 < 








知 y%(0) = -1， 于 是 有 
一 Cos XX， - 工 <x<0， 
y (x) = 2 
-1, 0<x <1. 
由 此 可 得 

一 2， - 工 <x<0， 

| y| (1 +sin’x)? 2 

(x%) = 一 一 “一 一 = 
[1+(y')?]? Ny 0<% <1. 

(1 +x*)> 


例 1.22.5 (单项 选择 题 ) 设 1"(x) 不 变 号 ， 有 旦 曲线 y=f(x) 在 点 (1，1) 处 的 曲率 圆 为 x 
+y =2， 则 函数 Ax) 在 (1,，2) 内 ( ). 





A. 有 极 值 点 ， 无 零点 B. 无 极 值 点 ， 有 零点 

C. 有 极 值 点 ， 有 零点 D. 无 极 值 点 ， 无 零点 

精 解 ” 由 于 曲线 y=/(x) 与 曲率 圆 避 + 这 =2 在 点 (1，1) 处 有 相同 的 切线 ， 从 而 
1"(1) =y'(1) = -1( 曲 率 圆 避 +y =2 在 点 (1，1) 的 切线 斜率 为 -1). (1) 


此 外 ， 曲 线 y=f(x) 与 x*+y =2 在 点 (1，1) 邻 近 有 相同 的 四 是 性， 而 w+ =2 在 点 (1， 

1) 邻近 是 凸 的 ， 从 而 f”(1) <0， 由 于 f”(x) 不 变 号 ， 所 以 在 (1, 2) 内 f"(x) <0,， 即 f(x) 

单调 减少 ， 故 f(x) <f (1) = -1<0, xe (1, 2)， 从 而 f(x) 在 (1，2) 内 无 极 值 点 . 

最 后 ,由 f(1) =1, f(2) =f(1) +[f(2) -f(1)] =1+f/'(é) <1+f/'(1) =0( 其 中 ée 

(1,，2)) 知 ，f/(1)f(2) <0， 从 而 由 连续 函数 零点 定理 得 f(x) 在 (1，2) 内 有 零点 . 
因此 本 题 选 B. 





曲线 渐 近 线 的 计算 


【主要 内 容 】 


曲线 y =f(x) 的 渐 近 线 有 两 类 . 

1. 铅 直 渐 近 线 ， 如 果 x 玫 xo (x 一 x6 ,或 xx0 ) 时 ,f(x) 一 ww ， 则 x=wo 是 曲线 y=f(x) 
的 一 条 铅 直 渐 近 线 . 

2. 非 铅 直 渐 近 线 ， 如果 x 一 w (x 一 +%m 或 x 一 -%) 时 ， A f(x) -ax—b, 则 y= 
ax + 是 曲线 y=f(x) 的 一 条 非 铅 直 渐 近 线 . 

当 az0 时 ， 称 非 铅 直 渐 近 线 y = ax +5 为 斜 渐 近 线 ;， 当 a =0 时 ， 称 非 铅 直 渐 近 线 y = 
为 水 平 渐 近 线 . 

【典型 例题 】 





例 1 23.1 求 曲线 y= (2x - 1)e* 的 渐 近 线 方程 
精 解 ” 先 求 所 给 曲线 的 铅 直 渐 近 线 ， 再 计算 它 的 非 铅 直 渐 近 线 
由 于 仅 当 x 一 0+ 时 ，y 一 w% ， 所 以 ， 曲 线 y= (2x -1)e* 仅 有 铅 直 渐 近 线 x =0. 





gi 6 考研 数学 (二 ) 典型 题 660 


由 于 三 


Xx—% NX Xx—%0 多 


by = lm(y ar) = lim[ (2x -1)e* -2x] 


三 双 





? 


三 lim2x(er -1)-— jm 
% oo | x 0 
=2 lim2 一 


XA 


-1=2xl-1=1. 





1 
多 


所 以 ， 曲 线 y = (2x -1)e* 仅 有 非 铅 直 渐 近 线 y =2x +1( 斜 渐 近 线 )， 

例 1.23.2 《单项 选择 题 ) 晶 线 y = efaretan 7 三 定 和 3 的 浙 近 线条 数 为 ( ). 

A.l B. 2 C.3 D. 4 

精 解 ” 先 求 所 给 曲线 的 铅 直 渐 近 线 ， 再 计算 它 的 非 铝 直 渐 近 线 ， 由 此 得 到 所 给 曲线 的 渐 
近 线条 数 . 

由 于 仅 当 * ;0 时 ,yw ， 所 以 所 给 曲线 仅 有 铅 直 渐 近 线 4 =0. 




















i 点 。 工 x +x+l1 
由 于 二 = [ 0 (x—-1)(x+2) 
| X2 +x+l Ss 医 
an 
2 
(其 中 ， lim 2 i Ee =0 是 因为 x 一 %m 时 ， 是 无 穷 小 ， 
x XN (x—-1)(x+2) % 
Xx +N+1] 日 * 
下 
而 arctan Cx-1) (ex2) 怀 有 和 界 哆 数 )， 
, : X2 +x+l 
0 
T TT 
Ey 
4 4 


所 以 所 给 曲线 仅 有 非 铅 直 渐 近 线 y = 生 水 平 渐 近 线 ). 

因此 本 题 选 B. 

例 1.23.3 求 曲 线 y=(x -1)ezraeenx* 的 渐 近 线 . 

精 解 ”显然 所 给 曲线 无 铝 直 渐 近 线 (这 是 因为 y= (zx -1)ez+aeem* 无 无 穷 间断 点 )， 由 于 
lim 六 不 存在 ， 因此 分 x 一 + w 和 >” 一 - o 情形 分 别 计 算 非 铅 直 渐 近 线 . 




















. 一] Ta 
由 于 al = lim 引 二 lim e2 + arctan x 


bi = lm (y-ax) = lm [(x* -1)ez+aetamx ~enx] 
区- 下 寺 00 


XT 十 00 
区 T 
二 lim [e™x(e 2 +actan 和 1 ) — @2 +arctan *] 
YX- 十 00 
Se 
e-2 arctanx _1] 和 
=e™ lim a 
YX 十 oo 1 
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[61 | 
4 
ln 
一 em lim 一 一 -一 6 
二 0 1 
和 
1 
洛 必 达 法 则 1 +x? 
Xx 十 00 1 
= 


所 以 ， 所 给 曲线 有 非 铅 直 渐 近 线 y =erx -2e". 


由 于 qa; = lim a lim x%—1 T+arctanx 1 0 











e “e =1， 
一 0 米 MX 一 oo % 
2 三 lim (y — ax) -= lim [(x -1)e2+ercenz 一 %] 
YX- 一 00 x 一 oo 
= lim x et+arctanx 1] eT tarctan x 
pl ) ] 
Es +arctan x 
SE 一 1 
= lim -一 -1 
YX 一 一 09 1 
x 
TT 
二 十 arctan % 
= lim 一 -1 
X -一 一 00 1 
% 
1 
洛 必 达 法 则 ，， 1 +x? 
一 一 lim = =1=1= =2, 
oo 1 
x2 


所 以 ， 所 给 曲线 还 有 非 铅 直 渐 近 线 y =x -2. 


练习 题 一 
1. 单项 选择 题 
(1) 设 数列 |x, |)， {y,), 1s 满足 yx, 二 z, (n=1, 2 sy 并 且 Jlim (z, -=y,) =0， 
则 limx,，( ). 
A 存在 目 等 于 夫 


B. 存在 但 不 一 定 为 零 
C. 一 定 不 存在 


D. 不 一 定 存 在 
(2) x 一 0 时 的 三 个 无 穷 小 a=In(e***+ VMI-cosx), B=sin(sin Wr)In(1 +Yx) 及 
=1 -cos(arcsin x ) 按 阶 数 由 低 到 高 排列 为 ( ) 


A. a, DB, 7 B. B, a, y C. y, a,B D. B, y, a 





(3) 设 函 数 /(x) = lim 一 + 务 , 则 fx)( 。 ). 


1 + x 
A. 不 存在 间断 点 


B. 存在 间断 点 x =1 
C. 存在 间断 点 x =0 


D. 存在 间断 点 x= -1 
(4) 已 知 极限 lim ( n> +an+b- Vn +1) =1， 则 a, 5。 的 值 分 别 为 ( }: 
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A. a=1, b=2 B. a=2, b=1 
C. a =1, 任意 D. a =2,。 任意 
A XCOS we 
(5) 设 函 数 /(z) = ] ， 则 7s) 在 | -于 至) 内 连续 时 ， 
2 ， x=0, 
n 为 ( ). 
A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 
(6) 设 函 数 Ax) 在 点 x=0 处 连续 ， 则 下 列 命题 错误 的 是 ( 六 
A. 若 lin 太 四 存在 , 则 J(0) =0 B. 着 in 让 苹 + 太 一 二 存在 , 则 /0) =0 
C. 车 linA 民 存在 , 则 /'(0) =0 D 车 jn 人 2 = 太志 存在 ， 则 六 (0) =0 


(7) 设 函 数 Ax) 可 导 ，F(x) =f(x)(1+ | sinx| ). 如 果 F(x) 在 点 x=0 处 可 导 ， 则 必 
有 ( ). 
A. f(0) =0 B. f'(0) =0 


C. /0) +7"(0) =0 D. /(0) -/"(0) =0 

(8) 函数 y=(x? -x) | x -xl 的 不 可 导 点 个 数 为 ( ). 

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3 
(9) 设 /(x) 是 不 恒 为 零 的 奇 函 数 ，/'(0) 存 在 ， 则 函数 g(x) = 人 四 ( 。 )， 
A. 在 点 =0 处 左 极限 不 存在 B. 有 跳跃 间断 点 

C. 在 点 x =0 处 右 极限 不 存在 D. 有 可 去 间断 点 


(10) 设 函 数 f(x) =12 -119p(x)， 其 中 po(xz) 在 点 x=1 处 连续 , 则 gp(1) =0 是 f(x) 
在 点 x =1 处 可 导 的 (  )， 


A. 充分 而 非 必要 条 件 B. 必要 而 非 充 分 条 件 
C. 充分 必要 条 件 D. 既 非 充分 也 非 必要 条 件 


(11) 设 (xo，y0) 是 抛物 线 y= ax + bx +c 上 的 一 点 ， 若 在 该 点 处 的 切线 通过 原点 ， 则 
a,， b,c 及 xo 应 满足 的 关系 为 ( 六 

A. a =cw ,5 任意 B. c=aw ,5 任意 

C. 5=cxb，a 任意 D. c= bxb ，a 任意 

(12) 设 函 数 y=f(x) 具 有 二 阶 导数 ， 且 f(x) >0, f"(x) >0，Ax 为 自 变 量 x 在 点 xo 处 
的 增 量 ，Ay 与 dy 分 别 为 (x) 在 点 xo 处 的 增 量 与 微分 , 若 Ax >0， 则 ( 让 


A. 0<dy<Ay B. 0<Ay < dy C. Ay<dy<0 D. dy<Ay <0 
(13) 设 函 数 f(x) 连 续 ， 且 f'(0) >0， 则 存在 5 >0， 使 得 ( 

A. 当 xe (0,，6) 时 , f(x) 单 调 增 加 B. 当 xe( -6, 0) 时 , f(x) 单 调 减 少 
C. 当 xe (0, 8) 时, f(x) >f(0) D. 当 xe( -6, 0) 时 , f(x) >f(0) 


(14) 设 函 数 了 (x) 的 导数 /1'(x) 在 点 x =a 处 连续 ， 有 jim- -1, 则 ( ). 


A. x =a 是 了 f(x) 的 极 小 值 点 
B. x =a 是 f(x) 的 极 大 值 点 
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C. (a, f(a) ) 是 曲线 y=f(x) 的 拐点 

D. x =a 不 是 了 f(x) 的 极 值 点 ，(a, f(a)) 也 不 是 曲线 y =f(x) 的 拐点 

(15) 设 函 数 f(x) 在 ( -%，+%) 上 连续 ， 其 导 Co 
函数 的 图 形 如 图 题 1. 1. 15 所 示 ， 则 fx) 有 ( 

A. 一 个 极 小 值 点 和 两 个 极 大 值 点 

B. 两 个 极 小 值 点 和 一 个 极 大 值 点 

C. 两 个 极 小 值 点 和 两 个 极 大 值 点 

D. 三 个 极 小 值 点 和 一 个 极 大 值 点 

(16) 设 在 [0, 1] 上 ,函数 f(x) 二 阶 可 导 , 且 
"(x) >0, 则 了 (0), 了 (1), f(1) -/(0) 或 (0) - 图 题 1.1.15 
f(1) 的 大 小 顺序 是 ( ). 

A. f'(1) > 广 (0) > 所 1) -成 0) 

B. f°(1) >/(1) -/(0) >f "(0) 

C. £1) -A0) >f°(0) >f "(1) 

D. f°(1) >f(0) -£1) >f "(0) 

(17) 设 函 数 A(x) 满 足 关系 式 f"(x) -2f'(x) +4f(x) =0, 且 f(xo) >0, 了 (xo)=0， 则 





3 


O 








f(x)( ). 

A. 在 点 xo 处 有 极 大 值 B. 在 点 xo 处 有 极 小 值 

C. 在 点 x 的 某 个 邻 域 内 单调 增加 D. 在 点 xo 的 某 个 邻 域内 单调 减少 

(18) 设 方程 t+ 方 =1 在 (0， + o ) 有 且 仅 有 一 个 实 根 ， 则 的 取 值 范围 为 (。””). 

2 

4 (-», 2 B.(-%,0] 

c (2) ~, 0) D. {22}u( ,0] 

(19) 设 曲 线 y =x” +3ax2 +3bx +c 在 点 x= -1 处 取得 极 值 ， 且 点 (0,3) 是 拐点 ， 则 a， 
b,c 为 ( 雹 

Ao==1, bE=0, =3 B.a=0, b= -1, c=3 

Goe=3, b= =1, ¢=0 De=0, 8=3, c= —1 


(20) 设 (xo， (wo) ) 是 曲线 y=f(x) 的 拐点 ， 则 ( 有 

A. wo 不 是 函数 x) 的 极 值 点 

B. f"(%x) 在 点 x 的 两 侧 邻 近 有 不 同 的 符号 

C. f"(x0) =0 

D. 曲线 y=f(x) 经 过 点 (xo，f(%o)) 时 ， 四 凸 性 发 生变 化 

(21) 设 函 数 f(x) 在 ( -wm，+%m) 上 连续 ， xo 隆 0, f(xo) 关 0, 且 (xo, f(xo)) 是 曲 
线 y =f(x) 的 拐点 ， 则 ( ). 

A. f"(x0) =0 

B. (xo，-f(xo) ) 是 曲线 y= -了 (x) 的 拐点 

C. (一 x0，f( -xo) ) 不 是 曲线 y=f( -x) 的 拐点 

D. (一 xo，- 了 (xo) ) 不 是 曲线 y= -了 f( -x) 的 拐点 
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(22) 曲线 y= 一 +In(1+er) 的 渐 近 线 的 条 数 为 ( 。 ) 


A.0 B. 1 G2 D. 3 

(23) 曲线 y=xes(  ). 

A. 仅 有 水 平 渐 近 线 B. 仅 有 锅 直 渐 近 线 

C. 既 有 水 平 浙 近 线 又 有 铅 直 渐 近 线 D， 既 有 铅 直 渐 近 线 又 有 斜 渐 近 线 





2. 解答 题 


1 


(1) 计算 极限 lim ma = 





1 +x 
(2) 计算 极限 lim V1 +xsin x = 
x0 lncosxw 


(3) 计算 极限 limIn(CL 2% ) 二 InCL + 和 十 和) 











x—0 SEC % —COSX 

1l+tanx— V1+sinx 

4) 计算 极限 lim ; 
WU 20 xln(1 +x) —x? 


(5) 计算 极限 lm [ 二 +2 
是 小 
| 


tan x 


(6) 计算 极限 li 人 





(7) 计算 极限 lim | 





(8) 计算 极限 lime 一 (1 +) 


(9) 确定 当 x 一 0 时, a(x) =e*-1-x 3sin« 是 x 的 几 阶 无 穷 小 . 


(10) 设 c = / 订 ，w /+ 23 ， 求 极限 lim oo- 2 


(11) 设 函 数 /x) = [ee 7 在 点 =0 处 连续 ， 求 常数 4 的 值 ， 


ax +b,， x0,， 
oo ea -| -an 连续 的 常数 a, 的 值 ， 


多 





sin wx。 In(x -1) ，x 和 0， 

(13) 求 函数 f(x -| sin mx i 的 间断 点 ， 并 指明 它们 的 类 型 . 
x(x +2x 3) 

(14) 设 函 数 y=w* +2w*， 求 y 

(15) 设 函 数 y =xersin x， 求 y(4). 

(16) 已 知 函 数 作 x) 在 ( -%，+%) 上 可 导 , 上 且 limf/'(*x) =e， 





im (2) = im La) -Kx-D)]， 


MX 一 oo \N 
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求 常 数 c 
(17) 设 函 数 J(x) =xe*， 求 1 (x) 的 极 小 值 . 
、 yy, 3x? +223 ， XO0, 
(18) 设 函 数 f(x) = 求 A'(x) 的 极 小 值 . 
In(1 +x) ~-x*, %>0, 
x Sa +t+ 可 ， 
(19) 设 函 数 y=y(x) 由 参数 方程 |, 确定 , 求 曲 线 y=y(x) 的 四 凸 区 间 和 
y= -t+ 
拐点 . 


x=tlnt, 
(20) | 的 浙 近 线 
1 


= 过 有 
2 In(1 +x) x 2° 








(21) 设 xe (0, 1), 证 明 ; 下 


(22) 设 常数 >0， 求 方程 In x = 三 -在 (0，+o ) 上 的 实 根 个 数 . 


(23) 设 函 数 Ax) 在 [0，1] 上 连续 ,在 (0, 1) 内 可 导 , 且 f(1) =0. 证 明 : 存在 <s (0， 
1) ， 使 得 
5) +2f(€) = 0. 
(24) 设 函 数 f(x) 在 [a, 5](a >0) 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 , 且 f(a) = 几 D) =1. 证 明 : 


n=1 
存在 ne(a, 6), 使得 [ 生 ] =/(8) + 攻 1'(&) 
(25) 设 函 数 A(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 , 其中, 0<a<b a 证 明 : 存 


a+b 


在 名， 所 e(a, ,使得 /'(&)tan (9 =f (1) 








1. 单项 选择 题 

(1)D (2) B (3) B (4) D (S) C (6) D 
(7) A (8) B (9) D (10) C (11) B (12) A 
(13) C (14) B (15) C (16) B (17) A (18) D 
(19) B (20) D (21) B (22) D (23) D 

2. 解答 题 














1 
二 im [20D + 
(1) ml 二 | -ets[ i ]_ -1-1 - 
1 in， 1 2 
. VIl+xsnx—-l .. V1 +xsinx—l1 a 
(2) lim = lim = lim = lim = =1; 
x 0 lncosx x~0In(1 + (cosx—1)) «0cosx—1 “0_ 1 2 





In(1 ~x+x’) +ln(1 +x +x’) jm [ (1 +r) —x|[(l+x ) +x]} 


SEC X—COSX x—0 sin2 w/cos x 


(3) lim 
x—0 
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. ln(1 +x* 二 X4 .Xi + 
= lim 4 二 = 上 | 
X 一 0 SIn”% x-0 XX 
(4) l+tanx— V1L+sinx 1 | 1 .tan x— sinwx | 
im = lim 
x—0 xln(1 +x) —x? 0 VTrtan r+ VI+sinx Xlln(l +x)—%] 
1 2 
一 
1 sin x 1 —cosx 1 1 ，. 2 1 1; x 1 
= 1 . . 一 im ee im ce . 
2 0L x In(1 +x) ~x cosx 2 0In(1 +x) -x 2x50 1 1 2 
1 +x 
j=l 
: 1 区 % lim 2 
(S) lim | 一 +2* lim(t 二 )" = er 
YX 一 ”00 多 
limpL +(Cz2 -1)] lim+ (2D) 1 +ln 2 
二 @ 一 0 = em0 二 人 二 2e. 
1 
(6) im 人 十 27 二 =e lim Hn (1+232) 
x—0 3 
_ flim) oF (ln2+In3) =3/6. 








tan x 


ou 4 | 2 | 











六 
]; V1 -cosx pT ]; De™ 2 
1 和 = lim 二 
x 0- tan % er +l) #0-\ % 2 +1 2 
2 . | Vi-cosx .er a 
得 lim 
x—0 tan % EE | 


(8) 由 于 e2 =(1 Pe _ ern(1+x) =e2{f1 | In(l+%) -x]} 


~ -e7 ， [ln(l +X) -x|] (x—0), 





2 和 
所 以 line C+) mt mt oo 


x—0 和 x—0 x x—0 2 全 


(9) 由 于 a(x) =e*-1 -Fsin 


1 2 13 < 2 
=|1+x+5x + +o(w) | ] 一 % 3*Lx*+o(% )] 


= +o(x’) ~ (x—0 ) ， 


所 以 ,x 一 0 时 ， a(x) 是 x 的 3 阶 无 穷 小 . 











(10) 记 则 a = cos 人， =cos 起， ，Qan =cos 一 ， 从 而 
QQ "QQ, 三 COS g COS "CO0S 0 二 1 ”COS 0 COS 0 "COS E sin 0 
让 i 2 22 27 2 入 27 27 
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-sin 0 
1 0 0 0 be | 2 ,1 .2 Cr 
= COS COS "COS Sin 三 "** 二 = n 。 
. 0 2 92 pA : 0 7 
SINn 2 SI 27 
jaf i +(e08w-1)] . 1 -cos 1 
lm ge = 


(11) a = lim( eos x)* = 起 


2 
(12) 由 题 设 知 5 = Jim 半生 一 eS 多， 从 而 lim( VI+ 民 -a arecos x) =0， 由 此 得 
% 多 % 





T 
arccos X 一 记 
2 


2 V1 十 和 二 % Viiw_1 2 
4 = 二 .因此 b =lim =lim 二 一 -二 lim 
至 4 和 % 一 0 多 人 x 一 "0 和 





(13) x= -1 是 所 zx) 的 第 二 类 间断 点 (无 穷 间断 点 ) ， 
x=1 是 f(x) 的 第 一 类 间断 点 (可 去 间断 点 )， 
x=0 是 f(x) 的 第 一 类 间断 点 (跳跃 间断 点 ). 


了 





(14) 记 yi =xsn*， 则 二 人 hy = winw 得 =608 Re 所 以 
1 % 





i Sin % 
ya co mat+ . 
区 


记 y, =2tnv ， 则 由 ln y =tan2x .ln2 得 =2In 2 “tan x， sec* wx， 所 以 ， 
2 


Er 和 
y; =21n 2 + 2 *tan w « sec? x. 





jj sin % i 
因此 ， 和 = 入 十 和 -or cos "lnxt+ E j+2n2 * 2 tan x * sec? x. 


(15) y4) = (xe” . sin x) (4) =xe”* (sin x) (4) + Cl(we”*)’(sin x)” +CI(wxe”) "(sin XX) + 


C3 (xe*) "(sin x)’+ (xe”) (4)sin x 
=xe"sin x—4(x+l1)e"'cos x -6(x+2)e"sin x+4(x+3)e"cosxt+ 
(x +4)e”sin x. 


= -4(x +2)e’sin x +8ercos x. 
9 
(16) 由 于 lim [天 = lim 人 “< 人 -=e2， 
x—% NM 一 C X 一 oo 一 C 下 
6 
x 


l 


lim [f(x) -f(x -1)] 二 =e,， 所 以 ex* =e， 即 ec = 7 


(17) f ‘(x) =(x+n)e’”, f+ (x) =(x+n+l)e”, f (+2 (x) =(x+n+2)e*,， 由 
ftD(x) =0 得 x= -nn-1 所 以 Foi2(--1) =e-"-!>0， 所 以 A" (x) 的 极 小 值 为 


大 -有 -1) = -ee "-. 
1 = 2, 此 外 f(x) 在 x =0 处 不 


可 导 . 于 是 
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6(1 + 2x), x < 0， 
(xz) 1 
a X > 0. 
方程 1"(x) =0 仅 有 根 % = -过 ， 且 当 x < -二 时 ， py 当 - 广 <x<0 时 ， da 
所 以 /1(*) 有 极 小 值 /|( - 广 ]= - 立 
dy ft-1 时 a 4 0 d 
Sk Fo MXM/ _ (V+ 加 a 目 Ox _ ,2 
9) Le dx dr RR+1l (P+1) J 


1 >0 知 昌 线 西 区 间 为 | -w， 读 ]， 四 区 间 为 [ 计 ，+ ], 抛 点 ( 读 , 于 


(20) 参数 1>0. 因为 愉 当 :01 时 ,y 一 w ， 而 此 时 x 一 0， 所 以 有 铅 直 渐 近 线 x =0. 由 
于 x 不 可 能 趋 于 -ww ,而 当 x 一 +w% 时 , 1 一 +%, 上 是 
Int 
lInt 


a= lim 二 = lim =0,06= limy = lim — = 0, 
Xx +% %N 一 +o tlnt MX- 十 op 1 一 +oo 1 


所 以 有 水 平 渐 近 线 y =0( 无 斜 渐 近 线 ). 


























(21) 记 /x) = 证 ) 二， 则 它 在 (0，1) 内 可 导 且 
i ln(1 + x) + 
l 二 本 = n 六 让 -二 2 
1 5) = wl a x ln (1 +x) | 3 | 
记 g(%) =in(1+%) -=z* 它 在 (0, 1) 内 可 导 且 
V1 +Y% 一 
, _ 1 2VI+X (M+x-1)’ 
人 tx 1 + F< 
多 党 2(1 +x) Vl +x 
所 以 , 对 xe(0, 1), p(x) < lim ¢(%) =0， 从 而 f'(x) <0. 因此 
. 1 1 1 1 
加 人 和 < f(x) A 即 m1! < a < 本 


(22) 记 Kx) =In 一 二 +k， 则 它 在 (0，+%) 上 可 导 且 


>0, 0<x<e, 





即 fx) 在 (0，+% ) 上 的 最 大 值 为 于 是 ， 当 <0 时， 方程 In%= 一 -无 实 根 ; 当 大 =0 
时 ,方程 In w= 一 -上 仅 有 一 个 实 根 ， 当天 >0 时 ， 注意 到 lim f(x) = -%, linf(x)=-% 


知 方程 Inx= 一 有 两 个 实 根 . 


e 
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(23) 作 辅 助 函 数 (x) =x?/(x)， 则 F(x) 在 [0,1] 上 连续 , 在 (0, 1) 内 可 导 , 且 
(0) =F(1)( =0) ,所 以 , 存在 &e (0, 1), 使 得 fF'(&) =0, 即 é'(&) +2f(&) =0. 
(24) 由 于 b*Y-a"=ng"-1(b-a)(nel(a, 6)). 
b” -a” =b"f(6) -af(a) =[Lx"f(x)]'| ,ea(b -a) 
=[né" ff(é) +éEf'(E)](b-a), te(a, 0). 


n-l 
所 以 ,nm =né" ff(E) +é"f'(€), 即 [也 =f/(é) + 二 (¢, ne (a, 4)). 
(25) 对 f(x) 和 cos x 在 [a, 5] 上 应 用 柯 西 中 值 定理 得 
A A te 


—siné, cosb—-cosa 








对 f(x) 和 sin x 在 [a, 5] 上 应 用 柯 西 中 值 定 理 得 
f (6) _ f(2) -f(a) 1 


cos €1 sinb — sina 





f "(61) 


cos 如 


(sinb-snaw)， 即 A 


sinb—-sina 





由 此 得 到 刀 名， (oo 人 
2 


sin €, 


s 6 


sin €, 


ZB a+b 
过 全 ,由 此 证 得 广 (ia 2 ] -7 





(二 ， é el(a, b)). 





/ (81). 


不 定 积分 的 换 元 积分 法 


【主要 内 容 】 

1. 不 定 积分 的 概念 

函数 (x) 在 区 间 1 上 的 原 函 数 全 体 F(x) + C( 其 中 ,F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ， 即 
F(x) =/(x) ,C 是 任意 常数 ) ， 称 为 A(x) 的 不 定 积分 ， 记 为 [f(x) dx 

不 定 积分 的 计算 主要 依靠 不 定 积分 的 基本 公式 、 基 本 性 质 及 基本 运算 方法 . 

基本 公式 

(1) |xdx = 





1 
K+ 





A (wz -1), 
(2) | ax i 

(3) Jsin xdx = -cosx + C， 

(4) Jeos rdz = sinw + C， 

(5) |see «dx = tanx + C， 

(6) jese dx = - cotx + C， 

(7) Jsec wtan xdx = secw + C， 

(8) |ese wcot xdx = - cscx + C， 


(9) [ea 3 Cl(a >0Haz1), 村 别 地 ,|erdx = er +(C， 
lIna 





(10) | 本 sdx = i +C (a 0), 
a 十 % a a 





1 : 
(11) | a sin s+C (a > 0),， 


(2) | 二 niceel+0 (a 天 0)， 





x +a 
此 外 ,还 有 


(13) [sec xdx = In| secx+tanx|+C, 





(14) [ese xdx = ln| cscx -cotx|+C, 
2 
(15) | Va” — x dx = Va” 一 入 + Tarcsin +C (a > 0)， 
a 


2 
(16) [| VE od = Vio rn| s+ VroltC (a 0). 


2 
基本 性 质 
设 函 数 拟 xz) ,g(x) 的 原 函 数 存在 ,k 为 常数 , 则 


GD Ef)d = fx), df ds = f(x) dr, 
(2) fr’ Cx)dx = fx) + C, Jaflx) = fx) +0, 
(3) [Lf(x) + g(x) Jdr = [f(x) dr # fa(x) dr, 


(4) [if(x) dx = 中 Ra)dx 

基本 运算 方法 

(1) 换 元 积分 法 ; 

(2) 分 部 积分 法 ( 放 到 下 一 节 讲 ). 

2. 不 定 积 分 的 换 元 积分 法 

换 元 积分 法 就 是 通过 适当 的 变量 代 换 ( 简称 换 元 ) ， 将 要 求 的 不 定 积分 转换 成 基本 公式 





中 的 不 定 积分 ， 从 而 算出 要 求 的 不 定 积分 ， 即 


J EE fp) ) p00) a, 


或 者 go a [fr) dr 
如 果 以 上 两 式 中 右边 的 不 定 积 分 都 是 基本 公式 中 的 不 定 积分 ， 则 由 此 算出 左边 要 求 的 不 


定 积分 . 


注 用 换 元 积分 法 计算 不 定 积分 [f(x) dx 时 ,采用 什么 样 的 变量 代 换 ， 应 视 具体 情况 而 


定 , 但 以 下 两 点 值得 注意 : 


( i ) 如 果 /(x) 是 一 个 分 式 ， 而 分 母 比较 复杂 ， 为 去 掉 分 母 中 的 某 些 因 子 ， 或 将 分 母 中 
的 某 些 因 子 移 到 分 子 中 去 ， 使 分 母 变 得 简单 些 ， 可 使 用 变量 代 换 1 = 一 (az0). 

(站 ) 如 果 /(x) 中 含有 根 式 ， 则 作 变 量 代 换 将 根 式 去 掉 ， 例 如 ， 

当 f(x) 中 含有 Vax +6(az0, n 是 大 于 1 的 正 整 数 ) 时 ,可 令 1= Vax +0; 

当 f(x) 中 含有 Wax+50，Vax+b(az0,， m,n 都 是 大 于 1 的 正 整 数 ) 时 ,可 令 := 
Var +6， 其 中 ,是 m,n 的 最 小 公 倍 数 ; 


当成 sz) 中 含有 ,j2 二 5( 其 中 a，e 都 不 为 零 ， 且 md 关 je, 是 大 于 1 的 正 整数 ) 时 ， 可 令 


"Jax +b 
cx+d’ 
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当 f(x) 中 含有 a? —x?,， X2 +a?, x -a (az0) 时 ,， 分 别 令 x = asin 1， x =atant, 


X=asect. 
【典型 例题 】 


例 2.1.1 求 不 定 积分 | 于 37 


精 解 由 于 msde= dm2x= dlnmx-2)， 所 以 








2 二 ， 人 =mz-2 1f1，_ 1 
J 2) 7| Td = 3Inlil+C 


= Di In x-2|1+C. 














arctan x 
例 2.1.2 求 不 定 积分 | tn + je 
十 
精 解 
人 ”+ xln(1 + 和) earc tan x 


eu tan x 
其 中 由 让 一 fe arclan sd ( arctan x) 


令 t = arctan x 


[ea 二 el 庄 CG = Etan% 十 C1 





[ne + x?) 】 dx 三 oe + x )dln(l + x) 


令 w = ln(1 + x) 1 和 1 训 i 1 全 于 
ud = + (> = 4 (1 +o ) +C. 





将 它们 代入 式 (1) 得 


arctan x 
EE +n! 十 % i earctan x + FP (1 + 入) Eg A (其 中 ,C 三 CG + C,). 
+ x? 





例 2.1.3 A 





xX2 Vx -1 
精 解 由 于 被 只 沿 含有 wx - 1 ,所 以 令 % = sect. 
今 x 二 SecC 
| | Re seet +1 sec t * tan tdt 
X2 Vx -1 Sec t* tant 


宝 [a + cost)dt =t+sint+C 
1 

= arccos 一 + 一 一 一 一 +C,，, 
和 


证 2 Ee 
其 中 ,t = arccos i 证 二 一 二 可 从 图 2. 1.3 得 到 . 
x 





注 ”由 于 本 题 被 积 函数 分 母 比较 复杂 ,所 以 也 考虑 令 t = - ,将 其 变 得 简单 些 ,例如 将 分 
母 中 的 * 这 个 因子 去 掉 , 具 体 如 下 : 

















1 
伟人 二 一 一 一 十 1] 
/下 地 3 | t (- zd ] 
Nr 
| 1+t 4 
1 一 Li 
Em EE 四 213 
] -Yr 1 一 芒 
1 1 
= arccos 二 一 d(1 -#) 
| /| 一 天 
= arccost+ VL -大 +C 
2 _ 
二 
x x 
例 2.1.4 ” 求 不 定 积分 | i 


[x( a 


清 解 由 于 | /一 , 即 被 积 函数 中 含 根 式 ,一 ,所 以 令 4 = 
/一 , 即 z = 本, 于 是 有 
| 一 一 一 一 a 了 .1 ra = 2 (1 +) 


eh 


注 ”本 题 也 可 pa en 


[一 一 一 dx = dx 
oo 














bb 一 











1 1 
人 | 
2 图 2.1.4 
令 寺 -zx = 本 si u 1 1 
=| ”os udu 








Cos 尺 
1 
由 图 2. 1.4 De JC- _ 4-2 
Vx(l1 —x) Vx(l1—x) 


例 2.1.5 求 不 定 积分 | 





dx 
VT -2x(1 + MI -2x) 
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精 解 ”由 于 被 积 函 数 中 含有 VT 一 2x 与 MI 一 2x, 所 以 令 t = YT 一 2x, 即 x -二 (1 -1). 





| 1 
dx = 二 一 一 一 一 三 一， 二 5 
人 VT — 2x) J (— 37)dt 


2? 1 
= 二 3 dt =-3/(1 - ja 
全 1 把 
= 3arctan ~-31t+C 


= 3arctan ST -2 -3 5 一 27 +C. 








不 定 积分 的 分 部 积分 法 


【主要 内 容 】 

不 定 积分 的 分 部 积分 法 就 是 利用 公式 f(x) do(x) = u(x)ov(x) - fo(x)qdu(x) (其 中 ， 
u(x) ,v(x) 都 具有 连续 的 导数 ) ,将 不 定 积分 ju(x) dv(x*) 转换 成 不 定 积 分 jv(x) du(x). 如 果 
Jo() du(x) 比较 容易 计算 , 则 由 上 述 公式 就 可 算得 u(x) dv(x). 

注 ”用 分 部 积分 法 计算 不 定 积分 [Ax)dx 时 ,应 将 它 表 示 成 [u(x) dv(%) 的 形式 , 即 


x) dr = fu(x) do(x). 

关于 如 何 选择 u(x) ,应 遵循 以 下 两 个 原则 : 

( i ) 容易 确定 v(x) , 它 是 A(x) 中 除去 u(x) 后 的 剩余 部 分 的 一 个 原 函 数 ; 

(站 ) fo(x) qu(x) 较 |u(x)dv(x) 容易 计算 . 

具体 地 ,如 果 f(x) 是 对 数 函 数 或 反 三 角 函 数 时 , 则 取 w(x) = f(x) ;如 果 f(x) 是 过 函数 与 
三 角 函 数 或 指数 函数 之 积 时 , 则 取 w(x) 为 客 函 数 ; 如 果 f(x) 是 窜 函 数 与 反 三 角 函 数 或 对 数 函 
数 之 积 时 , 则 取 w(x) 为 反 三 角 函 数 或 对 数 函 数 ;如 果 f(x) 是 指数 函数 与 三 角 函 数 之 积 时 ,可 
取 u(x) 为 指数 函数 或 三 角 函 数 . 


【典型 例题 】 











例 2.2.1 求 不 定 积分 [arctan xdx. 


精 解 ”由 于 被 积 函 数 是 反 三 角 函 数 , 所 以 取 u(x) = arctan x, 于 是 由 dv(x) = dx 得 
v(x) = x. 因此 由 分 部 积分 法 得 


[arctan xdx = arctan X。X 一 fa arctan x 





= x arctan x | dx 
1 +x 





= x arctan x -3ln(1 + x )+C. 


例 2.2.2 求 不 定 积分 |x tan x : sectxdx. 
精 解 ”由 于 被 积 函 数 是 窒 孔 数 与 三 角 函 数 之 积 ,所 以 取 u(x) = x, 于 是 由 


dv(x) = tan x * sect xdx = sec? x * (sec x * tan xdx) 


= sec3 xdsec x = d Tsect x 
得 v(x) = 二 sect x 因此 由 分 部 积分 法 有 
ed _». ld4 NN 
fx tans Sec xdx = x 4sec x -| Fsec x dx 


1 1 
= —x sectx — z|see x dtan x 


4 
_1 4 1 2 
= 4 sec * -于 | + tan’ x) dtan x 


1 1 
二 4 sectx 一 (tanx 十 本 am + C 


1 1 
= —x sectx -tanx——tannx+C. 


4 4 12 
例 2.2.3 求 不 定 积分 | 外) dx 
精 解 ”由 于 (也 < = wln? w 是 等 函数 与 对 数 函 数 之 积 ,所 以 取 u(x) = lm? *, 于 是 由 
dv(x) =x dx = d(x 1) 得 v(x) = -x-'. 因此 由 分 部 积分 法 有 
[zj a = ln rx. (—-x-!) = ‘sn 





ln 


= -+2 Jn xdx (1) 
由 于 式 (1) 中 不 定 积分 的 被 积 函 数 仍 是 窜 函 数 与 对 数 函 数 之 积 , 所 以 取 u(x) = ln x, 于 
是 由 dv (x) =x 一 dx = d(x 1) 得 v(x) =-x .因此 由 分 部 积分 法 有 
2 #1n «dx =2Inx.(-x!) = x1). 二 dr 





| (2) 
X 


将 式 (2) 代入 式 (1) 得 
|(®*) a __lnx 2nx_ 2 4.C. 


和 和 和 





例 2.2.4 求 不 定 积分 /ex*cos xdx. 


精 解 ”由 于 被 积 函 数 是 指数 函数 与 三 角 函 数 之 积 , 所 以 取 u(x) = e*, 于 是 由 dv(x) = 
cosxdx = dsin x 得 v(x) = sin x. 因此 由 分 部 积分 法 有 


[excos xdx = esin x 一 [sin x .2e2xdx 
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= esin x — 2 exsin Xdx. (1) 
今后 在 计算 过 程 中 不 必 详 写 u(x) 与 v(x) 的 选取 与 计算 ,因此 上 述 计 算 可 直接 写 为 


[excos xdx = [edsin x = e2sin yw 一 [sin xde”” 





= esinx 一 2 [exsin xdx, 
其 中 ，- 2 exsin xdx = 2 esdeos x 
= 2e**cos x — 2 eos Xde2x 


= 2e2xrcosx — 4|e>eos xdx. (2) 
将 式 (2) 代入 式 (1) 得 
[ecos xdx = esin x +2e “cosx— 4 [excos xdx, 


即 5 [exoos xdx = esin x +2ecos x +5C, 


所 以 , [ercos xdx = er (sin XxX+2cos x) +C. 





例 2.2.5 设 函 数 /(x) 有 一 个 原 函 数 Sa zx, 求 |/ (4) dx 
精 解 本题 可 用 分 部 积分 法 计算 ， 
|’ C0 = jdk = f6%) - fx) qr = x (es) - J) a 


XCOS % 一 Sin % 


= Fs ffx) dn 


XCoSXY 一 SIDXY sinx 
革 = + 


和 和 





2Sin x 
= cos Y - 一 一 一 + (. 
区 


例 2.2.6 求 不 定 积分 | 一 mx dx 
(1 + MX ) 了 


精 解 “由 于 被 积 函数 中 含有 V1 + x? ,所 以 作 变 量 代 换 x = tan t 后 再 进行 计算 . 





xln x 令 x =tant ftant.: lntant 
| 了 dx | 3 * sec? tdt 
(1 + x2 )> sec 1 
言 [sin t* lntan tdt = 一 [ntan tdcost 


=— cost* lntanitt+ [eos idlntan t 


=— cost* lntantt+ | a 


=—cost.lntant+ln| csct—-cottl+C 


-E+ | 
V1 2 x 





/ 2 
其 中 ,cott = A de = 1 ,CSC 1 = J ,这 些 都 可 从 图 
和 % 


1 上 和 
2. 2.6 中 得 到 . 
注 “本 题 的 不 定 积分 是 结合 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 算出 
来 的 . 这 种 处 理 方法 在 不 定 积分 的 计算 中 是 常会 出 现 的 ,应 予以 


We es 
注意 . 











图 2.2.6 


有 理 函 数 不 定 积分 的 计算 方法 


【主要 内 容 】 


1. 有 理 函 数 不 定 积分 的 计算 方法 
设 P(x) ,Q(x) 分 别 是 m,n(m,n 都 是 自然 数 ) 次 多 项 式 , 且 它 们 是 不 可 约 的 , 则 称 








dd 为 有 理 函数 的 不 定 积分 . 
当 严 部 时 ,全 的 = R(4) + 全 ,其中 ,R(x) 是 mn 次 多 项 式 ,Pi(*) 是 r(r < 由 次 


多 项 式 . 因此 有 理 丽 数 的 不 定 积分 主要 考虑 计算 m < n 时 的 不 定 积分 | 0 加 dx. 它 的 计算 方法 
如 下 ; 
先 将 全 分 成 部 分 分 式 ; 


4 


光 一 





当 0(x) 有 因子 (x - oj)t( 有 为 正 整数 , 且 大 < 由 时 ,0 的 部 分 分 式 中 , 有形 如 


4 4 


Co 


当 0(x) 有 因子 (x? + px + g)*( 上 为 正 整 数 , 且 2k 志 n 以 及 p 49 < 0) 时 ,0 的 部 分 


十 
a 


的 和 项 ; 


1%X+ BI 42x + 也 Ayx 二 号, 
十 1 


. 二 一 一 一 
+pxX+qg (x +px + gq) (x + px +q)’ 





分 式 中 ,有 形 如 -和 的 和 项 . 


然后 ,对 O03 的 部 分 分 式 的 各 项 积分 相 加 ,由 此 算出 不 定 积分 | (sy de 


但 是 ,有 理 函 数 不 定 积分 的 计算 ,不 能 拘泥 于 分 部 分 分 式 的 方法 , 它 应 与 换 元 积分 法 或 分 
部 积分 法 相 结 合 , 才 能 化 简 整 个 不 定 积分 计算 过 程 . 

2. 三 角 函 数 有 理 式 ,简单 无 理 函 数 不 定 积分 的 计算 方法 

(1) 设 R(u,v) 是 变量 u,v 的 有 理 式 ( 即 由 zz 和 常数 经 过 有 限 次 四 则 运算 构成 的 表达 


式 ) , 则 称 R(sin x,cos x) 为 三 角 函数 有 理 式 , 称 |R(sin x,cos %)dx 为 三 角 了 水 数 有 理 式 的 不 定 


积分 , 它 可 由 变量 代 换 1 = tan 3 转换 成 关于 上 的 有 理 函 数 的 不 定 积 4 进行 计算 . 但 是 使 用 以 
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下 结论 往往 会 使 计算 更 加 快捷 : 
(1 ) 如 果 R(-wu,v) =-Ruo)( 即 尺 关于 宝 是 奇 国 数 ) , 则 邻 上 = cos xi; 
(1 ) 如 果 R(u， -20) =—R(u, v)( 即 RR 关于 vw 是 奇 函 数 )， 则 令 = sin x; 
(下 ) 如 果 R(-u, =- = R(u,v) , 则 令 t = tan x. 
(2) 设 Ri(u,v) 和 R, (u,v) 都 是 变量 u,v 的 有 理 式 , 则 简单 无 理 也 数 是 指 R (x, Vax + 5) 


和 局 [*， /区 二 3) 其 中 心 是 大 于 1 的 台数 ,a,b,c,d 者 为 常数 ,上 且 a 0,c zz 0,ad -如 天 0 
简单 无 理 孙 数 |R Cx， Vaz) 由 和 ]RR x， /区 二 je 可 分 别 由 代 换 ! = Yar 5 和 1 = 
ae + 转换 成 关于 1 的 有 理 函 数 的 不 定 积分 进行 计算 ， 
【典型 例题 】 


例 2.3.1 求 不 定 积分 | de 

精 解 ”所 给 的 不 定 积分 是 有 理 函 数 的 不 定 积 分 ,所 以 先 将 被 积 函 数 分 成 部 分 分 式 . 由 于 
x3 tx 2x = Xxx +x-2) = x(x-1)(x+2), 

所 以 ,于 一 = 全 + 一 + 一 由 此 可 得 


+X2 — 2x 奖 x—1 





2x+3 = A(x-1)(x+2) +Bx(x +2) +Cx(x—1) 
= A(x* +x -2) +B(x +2x) + C(x — x) 
=(A+B+C)x +(A+2B-C)x -24. 
比较 上 式 两 边关 于 x 的 同 次 震 系 数 得 方程 组 

















A+B+C =0, 
A+2B-C=2, 
一 24 = 3. 
解 此 方程 组 得 4 =- 了 3,B a 3 ,C =- -元 所 以 
医 5 
2x +3 2 3 6 
[sr = | 和 i 


=- In| x| | x—1| | x+2|+C! (# 其 中 CC 为 常数 ). 





玉 不 守 3x 一 
例 2.3.2。 求 不 定 积分 | 让 
精 解 ”所 给 的 不 定 积 分 是 有 理 函 ee 分 ,但 分 母 的 次 数 较 高 ,如 直接 采用 分 部 积 
分 法 计算 ,将 是 比较 复杂 的 . 先 作 变量 代 换 + = 将 分 母 中 的 (x +1)” 因子 移 走 ,然后 再 计 


算 不 定 积 4 














人 人 J | 过 | 


第 二 章 ”一 元 函数 积分 学 之 





_ ee S(t | 1) 4 
太一 十 | 太一 十 | 


= [(s + 3 ee 4 ja 
tt -t+l1] 1 -t+l 














= dr -t+1) -| a - 可 





=5t+lIn(f? -++1) - na 2 
V3 


x +x+l 8 1 一 区 


— —arctan +C. 
V3 V3(x+1) 


el 


例 2.3.3 来 不 定 积分 [in(1 + /jt 


精 解 ”由 于 被 积 函 数 中 包含 /下 , 所 以 先 作 变量 代 换 1 = ,| 下 , 并 应 用 分 部 积分 法 ， 
把 所 给 不 定 积分 转换 成 有 理 函 数 的 不 定 积分 





工 十 区 














态 二 - 
| x 1 
加 | 3 4 一 和 (1+0)d472 
-和 何方 站 下 于 
”=1 js epi (1) 





由] | ;dt 是 有 理 函 数 的 不 定 积分 ,因此 将 被 积 函 数 分 成 部 





R21 t+1l t—-1)(t+1) 
分 分 式 : 
1 下 
(人 -1)G+1)” 1-l1 i+t+l (+1)27 
即 1 =A(t+1)* +Bi(t-1)(t+1)+B,(t-1) 


= (A+BI)rt +(24+B,)t+(A-B,-B,). 
比较 上 式 两 边关 于 + 上 的 同 次 宕 系数 得 
A+B, =0， 

















解 此 方程 组 得 4 = 邯 ,Bi = -于 , 肪 =- 元 所 以 ， 
1 1 1 
1 1 4 4 2 
。 dt = a _ 
a t+l J t+l (t+1)? 
1, 1t-l1 1 


(2) 





I 
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将 式 (2) 代入 式 (1) 得 


ee wx nl #4 12-1 1 
fali+ Ys -1 i en 
1 1 


人 ee Ey 


= i 


注 “本 题 的 被 积 函 数 比较 复杂 , 它 含有 无 理 函 数 和 对 数 函 数 ,因此 需 应 用 换 元 积分 法 和 
分 部 积分 法 ,把 结果 转换 成 计算 有 理 函 数 的 不 定 积分 ,这 也 是 常用 的 计算 不 定 积 分 的 方法 . 

















1 
全 23.4 J (2 + cos x)sin 2 
精 解 ”所 给 的 不 定 积分 是 三 角 函 数 有 理 式 的 不 定 积分 { 其中, 有 理 式 为 R(w,o) = 
) ,因此 可 以 用 变量 代 换 ， = tan em 分 转换 成 有 理 函数 的 不 定 积分 . 但 

















和 )u 
是 注意 到 R( -u,v) = 一 R(wu,v) , 故 今 1 = cosx, 将 会 使 计算 简单 些 . 
1 sin % 1 ee 
(2 + cos %) sin 入 + cos xX) sin2 “| + cos x%) (1 - cos’ 
今 1 = cosx 3) 1 1 dt 
(2 .+1) (1 -2£) (ti—-1)(t+1)(t+2) 


(1) 








1 有 
ne i A 
1 A Bb 让 C 
(t—-1)(t+1)(t+2) ye Torl t+2? 
即 1 =A(t+1)(t+2) +B(t -1)(it+2) + C(t -1)(t+1) 


= (A+B+C)r +(34 +B)t+ (24 -2B -COC). 
比较 上 式 两 边关 于 1 的 同 次 符 系 数 得 
A+ B+C=0, 
ba; B =0, 
24-2B-C=1. 





得 4- 工 p-_ Ter- 工 所 
解 此 方程 组 得 4 3 2"0 = 所以 


医 1 | 
1 6 2 3 
en Fri Fr 











1 1 1 
= Glnl it-1l- 31n| ts+1l+3In| i+2|1+C 
(2) 
将 式 (2) 代入 式 (1) 得 


CC = 6 t-1l- nl ts+1ll+3lnl i+21l+ CG 





第 二 


| 
岂 
dl 
S 
性 
人 





1 1 1 
三 ou! 一 cosX) 一 Fn(l + cosx)+ 3 (2 + cos x%) + C1. 
定 积分 的 概念 及 其 计算 方法 


【主要 内 容 】 


1. 定 积分 的 概念 
设 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 有 界 , 在 [a,5] 上 任意 插入 nn -1 个 分 点 
a= Hh < < CN TH, = b, 
把 [a,b] 分 成 n 个 小 区 间 
[xo »X1 ] ， [xi ,2 ， [x_i sn | ， 
它们 的 长 度 对 应 地 记 为 Axi ,Ax ,… ,Ax, ,并 在 每 个 小 区 间 上 任 取 一 点 名 ,所 ,…,é. 若 无论 上 
述 wi ,… ,x 和 所 如何 取 , 极 限 





tim SAE) A (其 中 入 = max{ Axi ,Ax;,…,Ax,|) 
总 是 存在 旦 相等 , 则 称 f(x) 在 [a,65] 上 可 积 , 称 这 个 极限 值 为 fx) 在 [a,b] 上 的 定 积 分 , 记 为 
J aw, 并 定义 : 
当 @ > 5 时 ,| f(x) dx =- | fe) de; 5 时 ,| f(#)ds a 
注 〈i) /(x) 在 [a,6] 上 可 积 的 充分 条 件 。 


当 函 数 /(x) 在 [a,5] 上 连续 ,或 在 [a,b] 上 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ,或 在 [a,5] 上 单调 
有 界 时 ,f(x) 在 [a,5] 上 可 积 . 


(站 ) /Cx) ax 的 几何 意义 

如 果 f(x) 在 [a,b] 上 为 非 负 函数 , 则 当 它 可 积 时 ,| /4) dx 表示 由 曲线 y = /(w) ,直线 x 
- wx = 4 以 及 x 轴 围 成 的 昌 边 梯形 的 面积 . 

例如 ,| Ve -de = 了 0 (a > 0). 

2. 定 积分 的 计算 方法 

定 积分 | f(x) dx 的 计算 可 按 牛 顿 - 莱 布 尼 欧 公 式 定 积分 性 质 和 换 元 积分 法 .分 部 积分 法 





进行 . 
(1) 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 
设 函数 所 sz) 在 [a,5] 上 连续 ,F(x) 是 /x) 的 一 个 原 函 数 , 则 
记 
ja)dr = PCD) - Fa) 
(2) 定 积分 的 性 质 
设 f(x) ,g(x) 都 是 [a,b] 上 的 可 积 函 数 , 为 常数 , 则 





Fo | 
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Ja #60) = | A) ds # | gl) ds, 
| sf = oa， 
[WE = | fa + | /a (ce es (a,b)), 


b b 
| Ka)d | AD 
(3) 换 元 积分 法 
换 元 积分 法 : 设 函 数 f(x) 在 [4,5] 上 连续 ,函数 * = p(1) 满足 :1)p(aj) = a,p(B) = 8; 
2)g(1) 在 [a,B]( 或 [8,a] ) 上 有 连续 的 导数 ;3) 当 1 从 a 连续 变化 到 B 时 ,p(1) 从 a 连续 变 
化 到 4, 则 
fr = fo) od 或 ro)eom = HAO 


(4) 分 部 积分 法 


f uC) ea) = u(x)v(x) | 一 Jo 
【典型 例题 】 
SA 3 . /| x 
例 2.4.1 求 定 积分 | arcsin 下 dx. 


精 解 ”由 于 被 积 函 数 很 复杂 , 故 将 其 代 换 为 1, 即 令 t = arcsin 是 则 >x = tan? it. 于 是 


十 区 7 
3 a: 
| x 3 
| arcsin dx = | idtan27 = itan2 1 
0 1 +x 0 


= mn- | (set-1)d= 7m- (tant-t) 
0 











es 了 
a | tan2 tdi 
0 6 


™ 
本 
0 





-5 


例 2.4.2 求 定 积分 | Yeos yrds. 
精 解 ” 先 作 变量 代 换 1 = wx ,再 用 分 部 积分 法 计算 . 
全 Vxcos Vxdx 2 


取 w(t) = 六 , 则 由 do(i) = cos tdt = dsint 得 v(t1) = sint, 所 以 








机 
| tcos t * 2tdt = 3 | t2cos tdt, 
0 0 


i 有 T Fo oe 下 ， 
2 cos tdt = 21 sint | 7 2 上 sint * 2tdt = 4 | ein tdt, 
取 w(t) = 已 则 由 do( = sin tdt = d(--cost) 得 vj (1) =--cost, 所 以 
-4 | sin tdt = t) ls -上 一 cos wdt | 


= 47 -4sint|" = 47. 












































由 此 得 到 
人 Vxcos Vxdx = — 47. 
0 
注 ”本 题 的 计算 过 程 可 以 写 得 紧凑 一 些 ,具体 如 下 . 
| Vxcos Vxdx 2 2 | Peos tdt = 2 [Pdsint 
0 0 0 
= 2 (Psin 四。 -2 sin tdt ) = de 
0 
= 4(icos1|" -cu id) = -4 -4sin | 7 = -47. 
HZ ln(1 + x) 
例 2.4.3 求 定 积 分 | > 0 
精 解 ”用 分 部 积分 法 计算 所 给 的 定 积分 ,其 中 , 取 w(x) = In(1 +%) , 则 由 
1 1 _ 1 
dv(x) = 0 tt 三 d5 -个 v(x) = pt 
i 1ln(1 +x) _ ln(1 +x)| 1 1 ._1 
凡凡 er 2-x | | = Te 
1f/1 1 
= ln2-- 3 | (2+ 二 ds 
_ _ 1 1+% Ee 中 _1 a 
= m2 -nit = 2 3 (In2 了) 
1 
一 3n2 
例 2.4.4 ” 设 函 数 f(x) a = Ue oR] 2) 
Xe 一 ， x 
精 解 ”根据 f(x ) "I 应 先 作 变 ee = x -2, 然 后 计算 定 积 4 
| ru -Du = = /Da 
0 1 
[AD + | fDi = ja — cos x) dx + | re dx ， (1) 
0 
其 中 ,| (1 ~- cosx)dx = (x — sin x) | =-(-1+snl)=1-snl， 
| = 


六 red = 一 J ae> 三 尘 (xe™ 


0 





fe 


= 一 ea -(e -1) =1-2e-. 





将 它们 代入 式 (1) 得 
We yd 1 i - 
例 2.4.5 设 函 数 J(x) 在 (- ,+o) 上 满足 KRx) = f(x -m7) +sinx, 且 f(x) = x， 
x e [0,m) , 求 定 积 分 | f(x) dx 


精 解 ” 先 按 题 设 写 出 f(x) 在 [7,3w] 上 的 分 段 表 达 式 ,然后 计算 所 给 的 定 积 4 
由 题 设 知 ， 





二 2016 考 研 数学 (二) 典型 题 660 


x E [T;2T) 时 ,Kx) =f(x—-7) +sinx = (x- mn)+sinx=x—-m+singx, 
x e |[27,37) 时 ,f(x) =f(x-7)+sinx=[(x-7)-mT+sin(x—-n)] +sinx =% -27, 
此 外 , f(37) = f(37T -7) +sin37 =f(27) =27 -2m =0, 所 以 ， 


fx) ar 三 ad + | fa 
zx 机 3T 
= | (X 一 五 +Sin%)dx 二 | tx — 27) dx 


= [#4 — 7) - cos «| | 





1 2 3 三 
+ (x -2m) Wb 


_ (1 > )+3m = 
= (Fm 2) 2, 


例 2.4.6 设 连 续 丽 数 /(x) 满 足 
/to) = 3 - VI fs), 
求 /(x) 的 表达 式 ， 


精 解 由 于 | /az)dx 是 常数 , 记 其 为 4, 则 /Cx) 满足 的 等 式 变 为 


f(x) =3x-A vl-wx’, (1) 
式 (1) 两 边 从 0 到 1 积分 得 
[fu | Gx Ey (2) 


1 
其 中 ,| f(x) dx = 4， 
0 


| ar -A Vi-2)dr = 3 
0 





1 1 
-4| V1 — x dx 
0 0 


(这 里 | vdv = 下 是 利用 定 积分 的 几何 意义 得 到 的 ) 
将 它们 代入 式 (2) 得 


所 以 ,4 = 了 将 它 代入 式 (1) 得 
十 万 


/ 7 
f(x) = 34 ~ (Il wl 1 


奇 、 偶 函数 和 周期 函数 的 定 积分 性 质 及 一 个 重要 公式 


【主要 内 容 】 


1. 奇偶 函数 的 定 积分 性 质 



































设 /(x) 在 对 称 区 间 [ - a,a] (a > 0) 上 连续 . 如 果 它 是 奇 函 数 ( 侦 函 数 ) , 则 
| Fx)dx =o( fr)dr =2] Fx) dr) 





注 (1) 当 f(x) 是 非 奇 非 偶 的 连续 函数 时 , 由 于 f(x) = 六 [flx) +f( -x)] + 
偶 撒 数 





广 L(x) -成 -s)], 所 以 有 


[Aa = 于 | LAs) +A -nd = 全 La) + fs) J 





( 让》 当 [4,5] 不 是 对 称 区 间 时 ,可 令 ; = z -和 二”( 注 意 和 二 ?是 [o,6] 的 中 点 ) ,将 [a,6] 








对 称 区 间 [& 二 4 
转换 成 对 称 区 间 |“ 了 ,了 | 
2. 周期 函数 的 定 积分 性 质 
设 函 数 Ax) 在 (- % , + ) 上 连续 , 且 是 周期 为 T(7 > 0) 的 周期 函数 , 则 对 任意 实数 a 
和 正 整 数 n 有 ， 
a+T 了 本 
l f(x)dx = | fs) dx = | sf (x%) dx ， 
a 0 a 


nT 5 才 
[ fx) dr = | f(x) dx 
0 0 
3. 重要 公式 
对 n = 2,3,… 有 


于， "是 大 于 1 的 有 数 ， 


(mr -1). (ar-3). .1 7 ee 
n(n-2). …….2 “7 ， 偶数 . 





二 

2 2 
| sin” xdx = | cos” xdx = 
0 0 








【典型 例题 】 


例 2.5.1 求 定 积分 太 (2x + |x3| elal + x ) dx. 
El 
精 解 ” 由 于 积分 区 间 是 对 称 区 间 ,所 以 利用 奇偶 函数 的 定 积分 性 质 计算 . 


1 1 1 

| (2x + |x3|el™ +w?)dx = | 2xdx + | (|x3|el™ + ww )dx 
= -1 

偶 函 数 




















二- 奇 孙 数 
1 1 


1 
= 2 | wade + 子 


-3 | eea)+ 


1 
=2e -6| ede + 
0 


二 2 (20 
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=26 -6(m2er -2 [werdx)+ 子 


1 
=-4e+12 | wde* + 
0 


。 二 J er): 


1 ,2 38 
ot3 = -4e+ 本 





三 一 车 Be 二 12(xes 





= 8e -12er 


2 
例 2.5.2 求 定 积分 | [x (cos < + sin zj+ 寺 v4 = 过 |t 
精 解 “由 于 积分 区 间 为 对 称 区 间 ,所 以 利用 奇 、 偶 函数 的 定 积分 性 质 计 算 本 题 . 
2 2 
| (eeos 革 二 Masinw 十 半 V4 一 和 ju 一 | eos Fd 十 | esi xdx 十 到 | V4 -xdx 


-2 2 
(1) 





其 中 ,站 weos 主 dx = 0 (奇数 在 对 称 区 间 上 的 定 积分 为 夫 )， 





2 
人 msin xdx ( 偶 函 数 在 对 称 区 间 上 的 定 积分 ) 
Ex 
2 2 2 2 
:2 3sin xdx = 一 2 3d 二 -2lx3cosyx —3 | xcos xdx 
|'* sin xdx | COSX ( | | ) 
2 2 2 
= 一 16cos 2 +6| xzdsinx =- 16cos 2 + 6(xsins 医 =2| Xs1n dx ) 
0 0 
2 
=— 16cos2 +24sin2 + 12 | xdcos x 
0 
2 2 
=— l6cos2 +24sin2 + 12 (xcos 和 bb 一 | ees xdz] 


= 8c0s 2 + 24sin 2 - 12sin x | = 8cos 2 + 12sin 2 ， 


| ， V3 -wedx ( 偶 函 数 在 对 称 区 间 上 的 定 积分 ) 

















= 2 dv = 2 .二 wm .2? (根据 定 积分 的 几何 意义 ) 


= 27. 
将 它们 代入 式 (1) 得 
| (seos + XIsinx 十 4 =- 到)d = 8cos 2 + 12sin 2 + 三 . 
例 2. S.3 求 定 积分 | x Veos x — cos xdx. 
0 
精 解 ”积分 区 间 [0,m] 不 是 对 称 区 间 , 故 令 + = x - 二, 则 
| Veos wx — cost xdx = jl 十 工 ) Vsin? t ~ sin tdt 


3 : : mT 全 : : 
= | .tv sin2 t ~ sin tdi + | ~ sin? t — sin4 tdi 
-2 -一 一 一 一 一 一 


奇 函 数 偶 函 数 








过 了 
| Vsin? fcos2 tdt = | sin tcos tdt 
0 0 


二 





三 1 全 
于 2 0 2 


例 2.5.4 求 定 积分 太 xln(1 + er )dx. 
3 

精 解 ”被 积 函 数 虽 然 是 非 奇 非 偶 函数 ,但 可 以 表示 成 

xln(1 +e”) = [xln(! +e*)+(—-x)lIn(l +e™*)] + 

偶 函 数 
[xln(1 +e”)—(—-x)ln(l1 +e™*)|, 
2 2 1 
所 以 | xln(1 +er)dx = | 一 [xln(1+er)+(-x)ln(l+e<)]dx 

_2 -2 2 























= J stinl +er) 一 In(l+e)] dx 


2 
8 
= 2 a 
= | dx = 本 
例 2.5.5 设 几 xz) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 , 且 在 [ - 1,1] 上 
一 1 -x, -1<x<- 本 ， 
- 1 1 求 定 积 分 : 
f(x) = 17， -一 三 x 三 一 , 求 定 积分 | f(x)sin mxdx. 
2 2 0 

1 —x, 3 <x1 


精 解 由 于 f(x) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 , 且 在 [ -1,1] 上 是 奇 国 数 , 所 以 的 x)sin TY 是 
以 2 为 周期 的 周期 函数 , 且 它 在 [ - 1,1] 上 是 偶 函 数 , 因 此 利用 周期 函数 的 定 积 分 性 质 和 偶 函 
数 的 定 积分 性 质 有 


Ja Txdx = 2 [Asin Txdx 




















=4 [fsin Txdx = 4[f Asin Txdx 十 Avsin TX dx | 


= 4[ fasin mdx + (1 — x)sin mxdx | (1) 


1 


2 7 
el COS mxdr ) 
0 0 


1 [3 1 
其 中 ,| xsin Txdx S| xdcos Tx =— — (cos TX 
0 Th T 











1 
Lf 1 二 2 1 
一 a d pe. a - 二 
二 ) cos Txdx i x 天 
1 1 fi 1 1 1 
| — %)sin mxdx =- 二 | — %) dcos Tx = 一 | 一 %) cos Tx 证 + | cos mxdx] 
1 1 . 1 1 | | 
= 元 ees Txdx = Tx | = rs 





将 它们 代入 式 (1) 得 


将 


它们 代入 式 (1) 得 
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We ) sin mxdx -4( 二 + 三 = 8 


例 2.5.6 求 定 积 分 三 (sinl0 x。cossy + sinx 。sin 2x 。sin 4x) dx 
0 
4T 
精 解 (sinl0 x» coss x + sinx * sin 2x * sin 4x) dx 
0 


4T 4 
王 | sinlo wx 。cosg xdx | sinx * sin 2x * sin 4xdx 
0 0 


4T T 
其 中 | sinl0 x « coss xdx = 4 | sinl0 x .+ coss xdx 
0 0 


(由 于 sin x .coss x 是 以 严 为 周期 的 周期 函数 ) 


5 台 “I 
-= = 4 人 sin 1 ps coss xdx 十 | sin10 i cos8 dx ) 
0 


T 


=4([ sinlo x »« coss xdx + [cos'® 1 » sins tdt ) 
0 0 


(其 中 , 作 变 量 代 换 1 = < - 工 | 


六 EF 到 
= 4(| sinlo x . coss xdx + | Cos!d x » sins dx ) 
0 0 


三 4 | sins x 。cos8g xdx = a sing 2xdx 
0 0 


公 
可 


u = 2x T 
一 一 一 地 sins udu = i sing udu 


三 2 


(由 于 sing8 ee 数 ) 





人 7.5.3. T 357 
”26 .0 a 
4T7 2 

| sin x * sin 2x * sin 4xdx = | sin x * sin 2x * sin 4xdx = 0 

0 


-27 


(由 于 sin x: sin 2x 


sg . 10 8 i 35T 
(sin x* cos x+sinx. sin2x. sin4x)dx 
0 


214 


积分 上 限 函 数 的 求 导 方 法 
【主要 内 容 】 


设 /(x) 是 连续 函数 , 则 积分 上 限 函数 F(x) = | /(1) qi 可 导 且 


Fs) =f%), Bm EAD = |,, =A%). 
由 此 可 知 ,P(x) = | /(4) dt 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 即 |Kz)dx = F(x) +C. 


.sin 4x 是 以 27 为 周期 的 奇 函 数 ). 


(1) 


第 二 


| 
山 
| 
Sl 
冰 
性 
和 人 





注 (1 ) 设 f(u) 是 连续 函数 ,u(x) 是 可 导 函 数 ,日 f(u) 与 = u(x) 可 复合 成 复合 函数 
flu(x)), 则 
d | 
下 f(D dt = 所 KZ) )u' (x). 


(这 ) 计算 函数 | /(4,x) di( 注 意 :被 积 函 数 /(1,x) 中 除 积分 变量 ! 外 还 含有 与 积分 上 限 相 


同 的 x) 的 导数 时 ,应 先 将 x* 从 被 积 函数 f(1,x) 中 移 走 ( 即 移 到 积分 号 之 外 ,或 移 到 积分 限 中 
去 ) ,然后 再 计算 导数 . 


【典型 例题 】 





例 2.6.1 已 知 f(x) 是 连续 函数 , 目 满足 | xj( 二 jd 12 f(D d =2x3 (x -1), 求 Kx) 


的 表达 式 
精 解 ”所 给 等 式 两 边 对 x 求 导 得 


d Dx 
a xf( 广 ju +2 Ed =] 二 [2 (x -1)] (1) 
Pe 
二 儿 三) = 六 [zj A( 玉 ja 
= [A(L)a + xf(x) :2 
| 人] a 


此 外 ,时 Dd = (4) , 攻 [20 (x -1)] = 8 -6 
将 它们 代入 式 (1) 得 
| (La + 2xf(x) -2xf(x) = 8x3 — 6x7， 
化 简 后 得 
[Ea = 8 6%. 


上 式 两 边 对 % 求 导 得 
f(x) :2 = 24x -12x, 即 f(x) = 12x2 -6x. 


\ 几 运 六 | 1 es 1 ， 
例 2.6.2 设 函 数 Fx) = 上 二 44, 求 定 积分 | me) dr 
精 解 “用 分 部 积分 法 计算 所 给 的 定 积 4 


| eA 生 于 | Da = 村 [ao) | 一 | f(a] 





=- 了 于 ad (由 于 f/(1) = 0) 








ei [由 于 7 - 
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了 4、- 到 4 
= -让 | (+ 鸭 ) 8d(1 + x) 


二 





1 
, 二 6 三 DJ): 


例 2. 6.3 (单项 选择 题 ) 把 x -0+ 时 的 无 穷 小 a = | cos Pdi,B8 = tan yidi,y = 
0 3 





| sin 六 di 排列 起 来 ,使 排 在 后 面 的 是 前 面 的 一 个 高 阶 无 穷 小 , 则 正确 的 排列 次 序 为 ( ). 

















A. Qa,B,Y B. Qa,y,bB 
C. B,a,y D. B,y,a 
精 解 ” 只 要 算出 当 x 一 -01 时 ,a,B,y 关于 x 的 阶 数 即 可 . 
. 2 
| cos t dt 
. . 洛 必 达 法 则 
由 于 lim 一 = lim u 一 二 = 一 lim cos x 三 由， 
x—0+ % x—0+ X x—0+ 
tand 
lim B a | 洛 必 达 法 则 tan x * 2x 2 
wo0+ 3 x—0+ x x—0+ 3x ” 
% 对 
i sin X27 。 一 -一 
jy | 0 sin + 洛 必 达 法 则 J 
1m 二 1m 
wo0+ NX x 0+ x? w+ 2% 
| lim sin Re _1 
2 3 人 ? 
4 *0+ 17 4 





所 以 , 当 x 一 0 时 ,a,B,y 分别 是 x 的 一 阶 三 阶 与 二 阶 无 穷 小 ,所 以 正确 排列 为 a,y,pB. 
因此 本 题 选 B. 


| [tan t +ln(l +t)sin 二 
例 2.6.4 设 函 数 /(x) = 一 和 





, 求 极限 limf(x). 
(1 + x) me | nd + arctan 1) dt on 


精 解 先 算出 lim(1 + zzz ,然后 用 洛 必 达 法 则 计算 . 





_3 3 lim 3lim 闻 3 
由 于 limn(1 + x)* = @ 0 = 0 = 0, 
x—0 


| | lan + ln(1 +t)sin 二 | 


1m 





所 以 limf(%) 国有 
(1 + wr | ln(1 + arctan 1)dt 
0 


1 | ian +t nC +F)sin Tl 


二 3 Hm 
e™ x 一 0 





[md + arctan 1) dt 
0 


| 
洛 必 达 法 则 1 tan x + ln(1 + x )sin 一 
一 一 一 一 一 im 
e3 x—0 ln(1 + arctan x) 





tanx+ln(l pi 

L % 
= = lim 
e€™ x—0 % 





第 二 


| 
岂 
| 
dl 
S 
性 
人 





(由 于 x 一 0 时 ,ln(1 + arctan x) ~ arctan x ~ x) 


2 
图 1 [i te + lin tl + Xx’) 
YA 多 w= 





* limxsin 二 | 
X 一 "0 和 
三 50 +1.0) = = 


注 在 计算 站 型 未 定式 极限 时 ,如 果 经 化 简 后 分 子 或 分 母 中 有 积分 上 限 函 数 , 则 应 使 用 


洛 必 达 法 则 a ,然后 再 计算 极限 ,本 题 就 是 这 样 处 理 的 . 
例 2.6.5 设 函 数 A(x) 连续 , 且 f(0) = 0,f'(0) = 0. 记 


J [fA ade, x 0, 





| In(1 +f(x +t))d, «>0. 


求 牛 (x) 和 (0). 

精 解 ” 先 由 积分 上 限 函 数 求 导 方法 算出 x < 0 和 x > 0 时 的 屎 (>*) ,然后 由 导数 定义 计算 
P'(0) 及 (0). 

当 x <0 时 ,本 (zx) = Eh lf A a = [fd 


今 y =x+t 


当 x > 0 时 ,由 F(x) In(1 + f(x + 0) jna Pe 


F'(x) = 全 md + Fa))dn = In(l + f(x)). 


此 外 ,由 (0) = lim Bln) = Uo 


x—0- 和 x—0- 


lim [fa =0, 
x 二 * 人 0 


洛 必 达 法 则 


[ln(1 4/05) ) do 
Ti 0 
x—0+ 多 


+/(x)) =0 


人 ) = 全 0) - 





F'(0) = lim 
eg 
知 (0) = 0. 从 而 
[f(D a, x < 0， 
0 


“0 wx 
lIn(1 +f/(x)), x >0 
[fC a, x 0, 
0 


lIn(1 +f/(x)), x >0. 
利用 上 述 的 严 (x) 表达 式 得 
全 


田中 一 % 多 % 
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洛 必 达 法 则 myta) = /(0) = 0， 
ECX) -天 (0) 2 jim ln(1 +f(x)) 
% x—0+ % 


Fr" (0) = lim 
Xx—0+ 


二 


xX0+ % 





所 以 ,FP"(0) = 0. 


例 2.6.6 设 函 数 /(x) = [ “1 sin +1 di, 求 它 的 值 域 . 


精 解 ”由 于 1 sin il 是 以 7 为 周期 的 周期 函数 ,所 以 容易 证 明 fx) 也 是 以 下 为 周期 的 周 
期 函数 . 于 是 只 要 算出 连续 函数 /x) 在 [0,w] 上 的 最 小 值 m 和 最 大 值 M, 即 得 f(x) 的 值 域 为 


[m,M]. 
对 任意 x%* se (- ,+o) 有 
f(x+m) = | sint| dt = | 1 sin t1 dt( 利 用 | sin zl 是 以 下 为 周期 的 周期 郴 数 ) 
= f(x%), 


即 帮 x) 是 以 5 为 周期 的 周期 函数 ,由 


f'(x) = a sint| dt = sin (x + 他) 











-| sinx| =| cosx|—| sinxl| 
知 在 (0,T) 内 的 可 能 极 值 点 ( 即 驻 点 ) 为 * = 全,x = 35 由 于 /x) 在 [0,] 上 连续 , 且 
人 人 过 
AT)= [sinel dr = sm 地 =-eos; - = 
3T . 4 . 4 4 
-一 | = | 1 | dt = | t| di =2 tdt = — 2cost =2=-2 
f 闻 ) | sin | sin J sin COs ， AD ， 


T 


六 的 | ain $l di = | sin idt = 1, 


fim) =f(0) =1. 
所 以 ,f(x) 在 [0,T] 上 , 即 在 (- % ,+ o ) 上 的 最 小 值 . 最 大 值 分 别 为 


i 
m= min(f (下 jy (TH) fm))=2 9, 
M = max{f (FT) (EAV A ) = 


从 而 成 x) 的 值 域 为 
[m,M] = [2 - ,2]. 


定 积分 大 小 的 比较 与 估计 方法 


【主要 内 容 】 
两 个 定 积分 大 小 的 比较 方法 





设 函 数 f(x) 与 g(x) 在 [a,b] 上 连续 . 
如 果 f(x) < g(o) (x [a,b]) ,| fo) de < g(r) ds 


如 果 f(x) < g(x)(x e [a,6b]), 但 至 少 在 [a,6] 的 某 一 点 处 不 取 等 号 , 则 | f(x)dx < 


[ gCx) a 
2. 定 积分 值 的 估计 方法 
当 全 ra) dx 不 易 计算 时 , 则 对 它 进 行 估计 ,通常 有 以 下 两 种 方法 : 
(1) 设 函 数 /(4) 在 [4,6] 上 连续 , 且 不 恒 为 常数 , 则 
m(b -a) < [WK < M(b -a), 


其 中 ,m,M 分 别 为 f(x) 在 [a,b] 上 的 最 小 值 与 最 大 值 . 
(2) 设 函 数 fx) ,g(x) ,h(x) 都 在 [a,b] 上 连续 ,上 且 满 足 
g(x%) 三 1x) 三 h(x)( 在 [a,b] 上 存在 点 xi ,x ,使 得 g(x1) < f(x1) Kx) < h(x))， 


此 外 | g(x)dx,| h(x)dx 比较 容易 计算 ,它们 的 值 分 别 为 4,B, 则 有 





4 < [fs)as < 用. 
【典型 例题 】 


例 2.7.1 设 M= 时 eos Ke | ,Cin ee [sin po 
cos’ x) dx, 比较 这 三 个 定 积分 的 大 小 . 

精 解 ”由 于 所 给 的 三 个 定 积分 部 是 对 称 区 间 | - 也 ,也 | 上 的 积分 ,所 以 可 以 利用 奇偶 函 
数 的 定 积分 性 质 进 行 化 简 和 比较 .由 于 


M = | 国 a Pe (由 于 被 积 函 数 是 奇 函 数 )， 


1 +x? 

















了 
N= | (sin x + Cost x) dx 
-了 
a 了 
一 | ,Sin” xdx +| COS xdx 
-2 -2 


SE 
2 


= 2 | cost xdx (由 于 sim? x 是 奇 隐 数 ,cos4 xx 是 但 
0 


> 0， 





函数 ) 


也 出 


站 

P = | (xsin3 x — cos’ x) dx 
TT 
一 2 


7 2 
= | Xsin’ xdx | cos xdx 
-2 -2 





函数 ) 


Pv) 


= 一 2 feos’ xdx (由 于 xsin3 x 是 奇 聘 数 ,cos ”x 是 个 
0 
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< 0， 
所 以 M,N,P 有 以 下 的 大 小 关系 为 : 
P<M<N. 
例 2.7.2 比较 下 列 两 个 定 积 分 的 大 小 : 


mT 


ji 这 [sin( sin x) dr,1 = [cos( sin «) de. 
0 0 
精 解 ” 当 x e (0 工时 ,sinx <x 且 sinx 单调 增加 ,ceos x 单调 减少 ,所 以 有 
sin(sin X) < sin x,cos(sin x) > cosY%， 


所 以 ,1 = [sin(sin x)dx < [sin wy = 1 
0 0 


T T 


1, = | eosCsin x)dx > | cos xdx = ]， 
由 此 可 知 五 <.. 

例 2.7.3 ”估计 定 积分 | ed 的 值 ， 

精 解 ”算出 被 积 函 数 ex 在 [1,2] 上 的 最 小 值 与 最 大 值 , 即 可 得 到 所 给 定 积分 的 估计 
值 . 

记 Kx) = 巡 -x+ 过, 则 ax) 在 [1,2] 上 可 导 且 


j'(o =24 -1- 方 = Ce =1) (0s w+1) 0 ( 仅 帮 语 # 二 1 让 下 等 号 )， 


x 





所 以 f(x) 在 [1,2] 上 的 最 小 值 为 1) = 1, 最 大 值 为 /(2) = 由 于 e* 是 关于 的 单调 增加 
函数 ,所 以 有 


§ 


六 1 
XY —%+ < 





e<e” e2. 
2 2 5 
从 而 e (=1 < | erdr < .(2-1), 
1 
el 全 
即 e < | er “tdx < ei. 
1 
/3 3 sin 2x /3 
2.7.4 证 明 :arct < dx < 2arctan 一 . 
例 了 表 arctan 7 | 2 二 % arctan 7 





精 解 ”对 被 积 函数 一 2 一 = 23nx .一 cos 各 作 适 当 的 缩小 和 放大 ,然后 对 所 给 
x 


x(1 + sin? x) x 1 + sin 


的 定 积分 进行 估计 . 为 此 记 





g(x%) =， % (0,31, 
2 0 


则 g(x) 在 [0, 工 | 上 连续 ,在 (0, 开 ) 内 可 导 且 


g'(x) = 2(%cos sin x) _ 2cos 二 tan x) < 0， 


多 























所 以 g(x) 在 [0, 拭 ] 上 的 最 小 信 为 (全 ) = 23 > 1, 最 大 值 为 g(0) = 2, 即 
1 < g(%) <2 (x es [0, 拉 ], 仅 在 有 限 个 点 处 取 等 号 ) 
从 而 COSX < sin 2x < Decos x (x 可 [o T | 仅 在 有 限 个 点 处 取 等 号 ) 
l+sin wx  xw(1+sin2x) 1 +sin2 x ”31 I 
得 到 了 cosx 人 sin 2x 3 cosx 
| | < en < 2] Td WW) 
3 cosx 了 1 , : 四 /3 、 
由 于 上 证 三 [ a dsin x = arctan( sin x) We arctan 本 ,所 以 将 它 代 入 
式 (1) 得 
arctan < 三 a < 2arctan ， 
0 区 sin” x 


例 2.7.5 已 知 n 为 正 整 数 ,证 明 : 当 充分 大 时 ， 
0 < 三 —x) |]"sin mxdx < 1. 
0 














精 解 显然 ,对 = 1,2,…,] [三 (1 一 *) ]"sin mvdx > 0 成 立 . 下 面 证 明 充分 大 时 有 
| —x) |]"sin mxdx < 1. 
记 Axz) = [V3x(1 一 x)]", 则 fx) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 且 
>0, 0<x< UU 
| 2 
/ 县 1 1 
f(x) = -2 3n[Y3x(1 -oz -1 =0,，*%= 方 ， 


1 


< 0， 7 <*%*<l1. 


所 以 ,在 [0,1] 上 w(x) 的 最 大 值 为 /( 汪 )= ( 吕 】 < 去 (n 充分 大 时 )， 从 而 
J ra — x) |]"sin mxdx < | Fmsin Txdx = [= i mx | 2 1. 


2 0 
由 此 证 得 , 当 充分 大 时 有 
| TIN3x(1 -x) J]"sin mxdx <1. 


积分 中 值 定理 及 其 应 用 


【主要 内 容 】 


积分 中 值 定理 
设 函 数 /(x) 在 [a,b] 上 连续 , 则 存在 & e [a,6b] ,使 得 
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ro = HE -a). 
注 (i) 当 上 述 的 /(x) 是 单调 函 数 时 ,中 值 & (a6). 
( 站) 积分 中 值 定理 具有 以 下 的 推广 形式 : 
设 函 数 /(x) 在 [a,6] 上 连续 ,函数 g(x) 在 [a,b] 上 可 积 且 不 变 号 , 则 存在 上 < [a,b]， 








rag(od = 8) { gr) dr 

2. 积分 中 值 定理 的 应 用 

积分 中 值 定理 主要 用 于 把 抽象 数 /x) 的 定 积分 |/(*) dx 转换 成 /x) 在 [a,5] 上 某 点 
处 的 值 与 (5 - a) 之 积 , 即 站 /(x) a = Ka es [a,5]). 这 样 可 以 减少 积分 运算 ,使 
问题 的 计算 或 证 明 变 得 简单 些 . 

【典型 例题 】 

例 2.8.1 设 函 数 /(x) 在 ( - mw， + wm ) 上 有 连续 导数 , 求 极限 

lim 5 [fx + a) -fx ~ a) dx, 
精 解 ” 先 应 用 积分 中 值 定理 去 掉 积 分 运算 . 
Li m3] LA pe 


a20+ 4a? 
lim aL/ +a) -/(E-a)] 2a (对 f(x+a) -f(x -a) 在 [-a,a] 上 应 用 积分 中 
值 定理 ,其 中 ,& € [-a,a]) 


a 


oa 一 0+ a 
ji 7"(n) [(E+a) - (EE-a)] (对 f(x) 在 [E - a,t +a] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 


a 一 0 
定理 ,其 中 ,n € (# -a,é +a)) 
二 时 ,# 一 0, 从 而 一 0). 


1 
2 


例 2.8.2 设 函 数 /(x) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 满足 /(1) = 2 er J(x) qx, 证 明 :存在 é Ee 
(0,1) ,使 得 1/'(&) = (25 -1)f(é). 
精 解 “本 题 需 作 辅助 机 数 ,为 此 将 欲 证 等 式 中 的 上 改 为 * 得 
f'(x) = (2x -1)f(x), BT ee**f'(x) +er (1-2xz)Kxz) =0. 
由 此 得 到 [e*-*f(x) ]′= 0. 故 作 辅助 函数 
F(x) = ef(%), 
则 F(x) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 由 题 设 及 积分 中 值 定理 有 


F(1) =f1) = 2 er fr)dr =2] Fx) =2.F(n): (F-0) (re (0,3)]); 
即 F(1) = Fm). 所 以 ,对 F(x) 在 [nm,1] 上 应 用 罗 尔 定理 知 ,存在 & e (7,1) C (0,1) ,使 得 


第 二 


| 
岂 
| 
dl 
S 
性 
人 





F'(é) =0, BD f'(é) = (2é€ - 1)f(é). 
例 2.8.3 设 函 数 f(x) 在 [0,2] 上 连续 , 在 (0,2) 内 二 阶 可 导 且 lim A*) -= 0， 


1 COS TX 
7 


?人 Ha)dx = (2). 证 明 :存在 & e (0,2) ,使 得 1"(&) = 0 


精 解 ”由 于 f(x) 在 [0,2] 上 连续 ,在 (0,2) 内 二 阶 可 导 , 所 以 愉 要 在 [0,2] 上 找到 不 同 的 
两 点 ,使 得 在 这 两 点 处 f'(x) 的 值 相 等 即 可 ,具体 证 明 如 下 . 





oe A A RE = 
wl COS TX ,sl Tsin Tx T De 
2 ”用 
1 
Fa 
另 由 题 设 2 |/(x) dx = (2) 及 积分 中 值 定理 知 ,存在 7 < [二 ,1] ,使得 
f(n) = 2). 


于 是 ,对 f(x) 在 [m,2] 上 应 用 罗 尔 定理 知 ,存在 &1 < (7,2) C (二 ,2), 使 得 


f'(&1) =0. 
由 此 可 知 ,A'(%) 在 [地 ,| 上 满足 罗 尔 定理 条 件 ,从 而 存在 $e (二 , 吉 )C (0,2) ,使 得 


f"(é) =0. 
例 2.8.4 设 函 数 J(x) 在 [0,1] 上 连续 , 目 | rn) dr = [fds 证 明 : 存 在 cs (0,1)， 


使 得 | /ad = 0 
精 解 ”本题 需 作 辅助 函数 . 
d f d x x 
由 于 EB) -1)f(t) di = Ts | fa = | va] 
| fa + xxz) — xflx) 
= | /Ca, 
0 
所 以 作 辅 助 函数 (x) = Ge-DAD qr, 则 它 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 且 (0) = 0， 
Ps [fa A =0, 即 F(x) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 ,所 以 存在 & s (0,1)， 
使 得 Fr(&) = 0, 即 
[far = 0. 
0 
例 2.8.5 设 函 数 A(x) 在 [0,1] 上 连续 ,有 NO) = 0 及 | f(x) dr = 0. 证 明 :存在 # e 


(0,1) ,使 得 Nu Sy. 
精 解 ”本 题 需 作 辅 助 函 数 ,为 此 将 欲 证 等 式 中 的 & 改 为 x 得 
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xf(x) - [AD =0. 
当 x e (0,1) 时 ,上 式 可 改写 成 
xz) - | fn) di 
0 de 
- 


多 





0， 即 [S/W =。 


1 x 
| Wg 
0 x = 0， 


导 , 且 (0) = RCI) = 0, 即 F(x) 在 [0,1] 上 满足 罗 和 尔 定理 条 件 , 所 以 存在 上 e (0,1) ,使 得 
é 
F'(é) =0, Wm | /fdr = 8). 


含 定 积分 的 不 等 式 的 证 明 


【主要 内 容 】 

含 定 积分 的 不 等 式 的 常见 证 明 方法 是 导数 方法 ,即将 欲 证 不 等 式 中 所 包含 的 定 积 分 上 限 
字母 换 成 x( 如果 包含 的 定 积分 多 于 一 个 , 则 选择 其 中 一 个 ,将 其 上 限 字 母 换 成 x) ,同时 将 该 不 
等 式 中 与 此 相同 的 字母 都 换 成 x, 得 到 一 个 函数 不 等 式 ,然后 用 导数 方法 证 明 这 个 函数 不 等 式 
成 立 ,由 此 即 证 得 欲 证 的 不 等 式 . 

【典型 例题 】 

例 2.9.1 设 函 数 AKx) 在 [0, + o ) 上 连续 且 单 调 增加 . 证 明 : 满 足 0 < a < 5 的 任意 实 
数 wc, 有 





b 1 b a 
| A > zo] fa 一 oodz| 
精 解 在 欲 证 不 等 式 中 包含 三 个 定 积分 ,选择 | xf(4) dx ,将 它 的 上 限 字母 5 改 为 *, 并 且 
将 该 不 等 式 中 出 现 的 字母 都 改 为 *, 由 此 得 到 函数 不 等 式 ， 
x 1 x a 
| oa > 3 fa -of fs)a], 





即 | ya - 3[ | fa a| fa] >0 (0 <a<x). 
因此 作 辅 助 函 数 

F(x) = | oa - [ | fa a | f(r) dl 
显然 , 它 在 [0, + o ) 上 可 导 且 

Po = f(x) -5 [fa + fs) 














= 3 [ws) - ADV] 





= [rodu -Jod 


= 于] ID -KD]d >0 


(利用 f(x) 在 [0,x] 上 单调 增加 ). 
由 此 可 知 ,F(x) 在 [0, + o ) 上 单调 增加 ,于 是 有 


F(b) > Fa) , 即 | a )dz -到 [Jr a -a [fs )ax]> 0. 


从 而 证 得 ,对 0 <a < 有 


fs )dx > zs) ye dn = | fs )dz] 
注 ”本 题 的 积分 字母 有 a,b 两 个 ,也 可 选择 把 a 改 为 x, 但 证 明 将 





例 2.9.2 设 函 数 A(x) 在 [a,5] 上 二 阶 可 导 且 /”(x) > 0. 证 明 : 





ese)< so fr) 
精 解 将 欲 证 不 等 式 改 为 (6 - oj 二“j] < < /Cs) dr, 并 将 其 中 的 
得 函数 不 等 式 ， 
(人 -oj < [AD 
即 | fa = -of <)> 0. 
因此 作 和 辅助 函数 
F(x) = | ou - (% -a)f (23) 
由 于 F(x) 在 [a,65] 上 二 阶 可 导 且 
Fo) = [f(x) -A(®#*)]- 57 (ee)(e a) 





= 3 (Oe -0) 37 (He -a) 


会 遇 到 困难 . 


积分 上 限 字 母 5 改 为 


(# e (号,x) 是 /x) 在 [和 了,z] 上 应 用 拉 格 衣 日 中 值 定理 得 到 的 中 值 点 】 


= 58) -7 (ee)]( -9) 


= CD) 人 -sr-a) >0 


(wn < (2 二 6] 是 六 Co) 在 [< 和] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 得 到 的 中 值 点 】， 


即 F(x) 在 [a,b] 上 单调 增加 ,所 以 
FCO) > Fla) =0， 即 /(® 二 < 产 








例 2.9.3 设 函 数 放 x) ,g(x) 在 [0,1] 上 连续 可 导 ， a a ) =0,g'(x) 三 0. 


证 明 :对 任意 实数 a e [0,1] 有 
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| gf (de [fe a > f(a)g(1). 
精 解 ”将 欲 证 不 等 式 中 的 a 改 为 x 得 函数 不 等 式 : 
fe a+ fe (ds =f)g(1), 


即 fe Dat [fda (ds -fr) el1) >0. 
改作 辅助 丽 数 
P(e) = eFC + | fe (ds -Kose(D， 
则 它 在 [0,1] 上 可 导 且 
F(x) = gC)f (x) -PCz)g(1) =f'(x) [g(x) -eg(1)] <0 
(由 于 g'(x) 三 0, 所 以 有 g(x) -g(1) 二 0,x € [0,1])， 
即 F(x) 在 [0,1] 上 单调 不 增 . 所 以 ,对 a e [0,1] 有 


F(a) > RD = [ef Ot ffg) de -De 


= | artoeg(o] -De 
= f(1)g(1) -Ko)g(0) -f(1)g(1) =- Ko)g(0) = 0， 
a 1 
即 sof at | fe de fe!) (ae [0,1]). 
例 2.9.4 设 函 数 f(x) 在 [0,1] 上 连续 可 导 , 且 当 a ee (0,1) 时 ,0 < f(x) < 1 以 及 
f(0) = 0. 证 明 : 对 于 a e [0,1] 有 
[roa] > [f° (Od 
精 解 ”将 欲 证 不 等 式 中 的 a 改 为 x, 得 函数 不 等 式 ; 
[fwa] > | PCDd 即 [fwa] -| PCDd >0 
0 0 1 0 0 
因此 , 作 辅 助 函 数 
村 办 2 用 xX 3 
Fo = [roa] -Jf Ca, 
则 它 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 且 
F(x) = 2f() | ft) ds -£3(%) 
hea | ADd -2(x) |] (1) 
为 了 判定 2 /Dd -/?(%) 在 (0,1) 内 的 符号 , 记 
F(x) =2 | fa -#2(%), 
则 它 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 且 


Fi(x) = 2f(x) -2f(x)f '(x) = 2[1 -ff'(x) f(x) >0 
(由 题 设 f(x) <1 知 1 -f(x) >0 及 f(x) > f(0) = 0, 所 以 [1 -f(x)]f(x) > 0). 


de A 0, 即 2| f(a - F2(xz) > 0. 将 它 代 入 式 (1) 得 





F(x) > 0(x e (0,1)), 从 而 对 x e (0,1) 有 
F(x) > F(0) =0， 即 [fda] > | fu, 


故 欲 证 的 不 等 式 成 立 . 
例 2.9.5 设 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 可 导 , 且 f(a) = f(b5) = 0. 证 明 : 
4 
,I> 0 A 1e 


精 解 ”本 题 要 证 的 不 等 式 比较 复杂 ,不 易 像 以 上 各 题 那样 作出 辅助 函数 . 但 注意 到 题 中 
出 现 f(x) 与 4(x) ,所 以 需 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 将 它们 联系 起 来 . 

由 于 f(a) =/(5) = 0, 所 以 在 [a,x] 与 [x,b]( 其 中 x e (a,5)) 上 分 别 对 f(x) 应 用 拉 格 
朗 日 中 值 定理 得 

f(x) -fla) = f° (6) (x -a) ,BAx) = £6) (x -a) (其 ,él € (a,x)), (1) 

fC5) -fx) =f (6)(b -x) ,BAxr) =/'(6)(x -5) (其 中 ,é, € (x,6)). (2) 
容易 看 到 ,以 上 两 式 对 x = a,x = 5b 也 成 立 . 

由 f(x) 连续 可 知 1 了 "(x) | 也 连续 ,因此 在 [a,b] 上 1f'(x) 1 有 最 大 值 , 记 为 MM, 于 是 有 
1 (x) 1 三 M(x e [a,6]). 从 而 由 式 (1) 与 式 (2) 得 


三 Koia= 户 | A ) dt+ Bo 
et 
S| + M,C8 - )ds 


max 1f'(x)1, 


Qt 
1 | 
= 二 -oo 











加 (b -a)’ CD) 
= 本 M = 


即 max, a 
积分 和 式 极限 的 计算 
【主要 内 容 】 
设防 数 /(x) 在 [a,b] 上 有 定义 , 则 称 极 限 
lm fat) 











为 (x) 在 [a,5] 上 的 积分 和 式 极限 (其 中 , 称 -一 Fy 5 一 4) 为 Kx) 在 [a,6] 上 的 积 


和 式 )， 
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当 f(x) 在 [a,b] 上 连续 时 ， 

lim > Pp [fa 
【典型 例题 】 
例 2. 10.1 (单项 选择 题 ) 下列 等 式 中 不 正确 的 是 ( ). 

,2 > i \2 
A. | x dx = i (二) B. | vd = 2 和 
C. | ed = lim > 人 D. . odx = lim > (全 


精 解 ”由 于 > (过 ) 是 函数 必 在 [0,1] 上 的 积分 和 式 (把 [0,1] 等 分 成 个 小 区 间 


Tic=1 nN 








3 1 


[x sw] = [一 二 , 王 ] i = 1,2,…,n, 其 中 ,xo。 = 0,x。= 1 在 每 个 小 区 间 上 任 取 的 点 & = 
n n 





2 1,2,…,n ) ;由 于 关 > 加 是 函数 必 在 [0,1] 上 的 积分 和 式 (把 [0,1] 等 分 成 27 个 
L Dis=1 on 
小 区 间 [s- ve] = [过 二 过] = 1,2,…,2n, 其 中 ,xo = 0,za = 1, 在 每 个 小 区 间 上 任 取 的 





点 各 = 直 ,=1,2,,2n jm (3 ee 是 函数 过 在 [0,1] 上 的 积分 和 式 (把 [0,1] 


等 分 成 ”个 小 区 间 [x is] = | 一 








| 1,2 » ,n, 其 中 ， Xo 二 过 Xn =1 ,在 每 个 小 区 间 


n 


上 任 取 点 所 = ,i = 1,2,…,n ,所 以 选项 A,B,C 都 正确 . 


因此 本 题 选 D 
例 2. 10.2 计算 下 列 和 式 极限 : 


n 


3 
(1) lim > pi(P > 0); 
mo j=1 














(2) lim > 1 1 +cos'. 
mo j-1 n 
n Dp n pp 、 
精 解 (1) 由 于 > -7 = 二 >》 (过 ) 是 函数 在 [0,1] 上 的 积分 和 式 ,所 以 
i=1 7 i 尼 
. 2 友 = 1 p p+l 1 — 1 
lim > rr = ho = 51 0 p+1l 


(2) 由 于 二 > 1 + cos 中 是 函数 VTcos zx 在 10,1] 上 的 积分 和 式 ,所 以 ， 


Vy 1 +reos TT = | V1 + cos Txdx 


1 
| V2cos dx 一 a 
0 TT 0 
区 


TT 








例 2.10.3 ”计算 极限 1 = lim WE 3)(1 + 人 5). 


精 解 取 对 数 将 乘积 | 1 + 十)(1 + 夸 ) …(1 + 气 】 转换 成 和 式 ， 


a (rw lr) sl tn) ts (ia)) 


显然 ,上 式 右 边 是 函数 xln(1 + x) 在 [0,1] 上 的 积分 和 式 , 所 以 


nm 7 Fn 1 
mm ji +5)(1+ 2 “(1 + 本 = amdl + x ) dx 
7 一 ”oo n 


1 [in(l di 
2 .0 























ja 


= [di + x )lIn(l + x?) |， - [ 2rdx| 


1 
= 7 (2In2 -x | 
= 二 (2Im2 -1) 三 二 人 


2 
到 2 六 
因此 ,1 = lim J + 二 )(1 | -1 | 
7 一 >oo n n x 
三 im (1 点 )(13 和 六 (135) 
二 en2- 三 2 








8 . 
例 2.10.4 计算 下 列 和 式 极限 : 


i=1 i=n+l ] + = 


n n 


(2) lim 区 > 


i El jd ee + 放 ) 


精 解 (1) 由 于 
2n n a 2n 


1 1 | 1 
Toe:+ py 2 | 2 er + 2 
和 三 1+ (二 ) | Ni 
n 











其 中 ,1 》e* 是 函数 @* 在 [0,1] 上 的 积分 和 式 ， 








1 i=1 
2n gs . n 
1 1 令 j =i-n 1 1 
es + 加 | 1 @ 十 | 
n 用 
1 < 1 
于 2 5 
J=1 ] + (1 | 
n 
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是 函数 工 在 [0,1] 上 的 积分 和 式 ,所 以 
1+(1+x) 
n 2n 
1 二 1 人 1 
| ee 
n 


= ex 





1 1 
+ arctan(1 +x) | 
0 0 


T 
e—-l1+arctan2 -一 . 


SS n ES 1 
(2) 由 于 儿 多 (n+i)(n +7) 一 记名 2 人 (1 $l (二 | 











n n 
_ 1 n 1 1 n 1 
WL ear 
n n 








其 中 ,二 》 一 一 是 函数 一 在 [0,1] 上 的 积分 和 式 ,二 》 一 一 是 丽 数 一 在 [0， 
i=1 ] 


x 


站 wd ] 十 区 


n 


了 
n 


1] 上 的 积分 和 式 , 所 以 
n 上 1 
lim > | 一 一 一 dx . 上 dx 


mo fo fi (nti)(n +7) ) 1+% 








= ln(1 + x) EB * arctan x | = 4 


| 2 


例 2. 10.5 求 和 式 极限 lim 二 PE 




















四 1 n+ 1 1 十 一 一 
2 
1 2 卫 
精 解 ” 记 1， = 二 -+ 2 tt 2 一, 它 不 是 某 个 函数 的 积分 和 式 , 现 对 它 作 适 当 
& n+ 7 n+ 
n 


的 缩小 与 放大 : 





n 1 n 1 _ 由 
;< 全) -ta 


i=1 “7 














显然, > (二 2“) 是 函数 2* 在 [0,1] 上 的 积分 和 式 ,所 以 








人 
种 立 人 二 he 

2 

fin 2) im > (= 


因此 ,由 数列 极限 存在 准则 I 得 


例 2.10.6 设 函 数 f(x) 在 [0,m] 上 连续 ,证 明 : 


第 二 章 ”一 元 函数 积分 学 之 
105 





lim | | sin nx| f(x)dx = fx) dr. 
精 解 ”将 [0,T] 等 分 成 n 个 小 区 间 , 则 和 欲 证 等 式 的 左边 成 为 积分 和 式 的 极限 ,只 需 设法 
证 明 这 个 和 式 的 极限 为 让/(x) dx 即 可 . 
将 [0,7] 等 分 成 n 个 小 区 间 : 
| 
并 且 | sin nx | f(x)dx = > sin nx | f(x) dx 
i=1 2 
= 8) sin ml dr (ge [ 企 = DT, 细 ] 是 按 积分 中 值 
i=1 n n n 








定理 的 推广 形式 得 到 的 中 值 点 】 





> A, sn 
= (8) [sin td (由 于 1 sin 11 是 以 为 周期 的 周期 丽 数 ) 
-二 > AE) 【> 6) 是 J(w) 在 [0,r] 上 的 积分 和 式 ) 
=> fw) dr(n mo ). 

所 以 ,由 /0%) 在 [0,] 上 连续 得 lm 1 sin ml Aw)de = 入 lim > 76) = A 


no 


反常 积分 收敛 性 的 概念 及 其 计算 


【主要 内 容 】 


1. 无 穷 限 反常 积 4 
(1) 无 穷 限 反常 积分 定义 
设 函 数 /x) 在 [a,+ w ) 上 连续 ,如 果 极限 lim | (x) dx 存在 , 则 称 这 个 极限 值 为 xz) 


在 [a, + %m) 上 的 反常 积分 , 记 为 | (x)dx, 此 时 称 反常 积分 | ”sx)dx 收敛 ; 如 果 极限 
im [A(x) dx 不 存 在 , 则 称 反常 积 分 (x) dx 发散 
设 函 数 /x) 在 ( - % ,5] 上 连续 . 如 果 极限 lim 「 sa)dx 存 在 , 则 称 这 个 极限 值 为 Kx) 在 





(- ,6] 上 的 反常 积分 , 记 为 |(x)dx, 此 时 称 反常 积分 三 (x)dx 收敛 ; 如 果 极 限 
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lim AD qx 不 存在 , 则 称 反常 积分 三 Ax) ds 发 散 





设 函数 (x) 在 ( - % ,+ % ) 上 连续 . 如 果 厂 (x)dx, Ax) dx 都 收敛 , 则 称 它们 的 和 为 
J(x) 在 (- % ,+ wm) 上 的 反常 积分 , 记 为 | “(x)dx, 此 时 称 反常 积分 | (x) dr 收敛 ;如 果 
A ar 和 [Cx)ds 中 至 少 有 一 个 发 散 , 则 称 反常 积分 | /x)dx 发 散 . 


注 (i) 设 /(x) 是 [a,+w) 上 的 非 负 连 续 函数 , 则 当 |”/(x) dx 收敛 时 ,其 值 即 为 曲线 


y = f(x) 与 x 轴 之 间 的 位 于 直线 x = a 右边 的 平面 图 形 的 面积 . 
(二) 在 计算 收敛 的 反常 积分 时 ,也 有 像 定 积分 中 牛顿 - 莱 布 尼 欧 公式 那样 的 记 法 ,例如 ， 


[ fdr = Fo 一 
其 中 ,F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ,把 + w 代入 F(x) 应 理解 为 lim PFC) 
(2) 无 穷 限 反常 积分 收敛 性 判别 
以 | fA) ds 为 例 . 
设 函 数 /(%) 在 [a, + % ) 上 连续 且 故 *) = 0. 如 果 存 在 常数 p > 1, 使 得 lim xx) 存在 ， 





则 反常 积分 | A) dz 收敛 ;如 果 lim zf(x) 为 正 数 或 无 穷 大 , 则 反常 积分 | (x) dx 发 散 ， 
2. 无 办 函数 的 反常 积 
(1) 无 界 丽 数 反常 积分 的 定义 
设 丽 数 /sz) 在 (ab] 上 连续 , 且 limJ(x) = am ( 称 * = a 为 瑕 点 ), 如 果 极限 lim | Cs)d 


存在 , 则 称 这 个 极限 值 为 Kx) 在 [4a,6] 上 的 反常 积分 , 记 为 | /Ca)dr, 此 时 称 反常 积 
A) de 收 全 ;如果 极 限 lim | /C4) dr 不 存在 , 则 称 反常 积分 | 7(s) ds 发散. 

设 函 数 /(*) 在 [a,b) 上 连续 , 且 limf(x) = mm ( 称 * = 为 瑕 点 ). 如 果 极限 lim | fx) dx 
存在 , 则 称 这 个 极限 值 为 Kx) 在 [a,b] 上 的 反常 积分 , 记 为 | Kx)dr, 此 时 称 反常 积 


上 ad 收 化 ;如果 极 限 lim (x) dr 不 存在 , 则 称 反常 积分 | /xz)ds 发散. 
设 函数 1x) 在 [a,b] 上 除 点 x = c(a < c < 0) 外 处 处 连续 , 且 limf(x) = m( 称 * = c 为 


障 点 ). 如 果 反 常 积分 | xz)dx,| Ax)dx 都 收敛 , 则 称 它们 的 和 为 (x) 在 [a,5] 上 的 反常 积 
分 , 记 为 上/(x) qx, 此 时 称 反常 积分 [x) ds 收 伊 ; 如 果 [/x) dx 和 | /Cx) ds 中 至 少 有 一 个 发 


散 , 则 称 反常 积分 | /Ca) ds 发 散 ， 


注 ”在 计算 收敛 的 反常 积 分 时 ,也 有 像 定 积分 中 的 牛顿 - 莱 布 尼 欧 公式 那样 的 记 法 , 例 
如 , 当 x = a 为 瑕 点 时 ， 





b 
和 
a 





[Ka) ds = Fs) 
其 中 ,F(x) 是 fx) 的 一 个 原 函 数 , 将 a 代入 F(x) 应 理解 为 lim F(%). 
(2) 无 界 函 数 反常 积分 收敛 性 的 判别 
以 | (x) dr( 其 中 , 仅 有 惠 点 * = a) 为 例 . 
设 函 数 /f(x) 在 (a,b] 上 连续 ,日 f(x) > 0, 但 limf(*) = o. 如 果 存 在 常数 0 <g < 1, 使 








得 lim (x — a) f(x) 存在 , 则 反常 积分 | /x) dt 收敛 ;如 果 lim (x -a)f(x) 为 正 数 或 无 穷 大 , 则 
反常 积分 | /ds 发 散 . 
【典型 例题 】 


例 2.11.1 求 反常 积分 | ”一 一 dx 
1 ex e 如 





+% 1 +% ex 1 
yw 加 了 x 
育 解 | er xdx = 2 二 | 二 了 


€ e 十 


+% 





1 er 
= 一 arctan 一 
e e 


: er 
= 一 | lim arctan — ~ arctan 1 
€ yx 一 十 oo e 





a 
e 





例 2.11.2 已 知 lim (+) = texdi, 求 常数 c 


精 解 分别 求 出 所 给 等 式 左 边 的 极限 与 右边 的 反常 积分 , 解 由 此 得 到 的 关于 e 的 方程 即 
可 得 到 < 的 值 . 

















， i (+2)  。 
由 于 lim (+ = Him 和 | jin i 
= X—00 一 C 1 一 oo = 多 ee 
1 + (4 十 ) 
和 和 
21 1 21 1 21 21 
| te d= 3) tde a = exdt ) 
1 2 2 | 2c 1 2 
= 一 ce” -= 一 = 一 ce - —e’.. 
2 0 
于 是 题 设 中 所 给 的 等 式 成 为 
2 _ 1 2 _ 1 > 由， 二 
e = 了 ce 4° 即 1 = 可 下 
解 此 方程 得 。 = 六- 
例 2.11.3 设 f(x) = 2 , 求 在 曲线 y = f(x) 与 < 轴 之 间 的 位 于 右 半 平面 





(1 +x)(1l +x’) 
的 平面 图 形 的 面积 $. 
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精 解 ”由 于 f(x) > 0(x e [0,+%)), 所 以 
人 1 -= 工 
_ +% 1 a 和 区 十 oo 1 . a 
Me | ee 2 
= i 
-全 (1 +#)-1 
0 Ty 
1 
-| i zd ye 
二 
这 |， -| ee 
二 全 
即 S = 六 -3 因此 5 = 天 
例 2.11.4 求 反常 积 分 人 = 
精 解 被 RE = 工 ,因此 分 别 计算 反常 积 4 
人 = a 
! 1 ! 1 ,fi 1 , 
NT 从 -ad 
| 
! 2 4) 2 
站 天 -一 
0 人 


w 


= ln(2 + V3), 





1 
Ee 2 “J: 
所 以 ,上 a "| A 


= ee + 3). 


例 2.11.5 求 反 常 积分 | Eh a 
十 VX% 一 2 


精 解 ”由 于 所 给 的 反常 积分 既是 无 穷 限 反 常 积分 ,又 是 无 界 函 数 反 常 积分 (其 中 ,x = 2 
是 瑕 点 ) ,所 以 需 分 别 计算 反常 积 9 


i 
(x+7) vx-2 (x+7) vx-2 





自 于 |- 一 一 一 dx 2| : dr 


























(x+7) Vx -2 (wx -2) +3 
= 二 arctan 本 +C 
所 以 ， 
| 1 2 wVXY 一 21|3 2 
dx = 二 arctan = 二 arctan 一 ， 
(x+7) vx -2 3 3 2 3 
Ws 1 2 VX 一 2 | + 2/7 1 
| dx = arotan = 三 ( 工 — arctan 3) 
3 (x+7) Vx-2 3 3 3 3: 2 3 
因此 


三 1 「 1 +% 1 
“> 
(x+7) Vx-2 2 (x+7) Vx-2 3 (x+7) Vi-2 

兰 arctan | 牛 (3 一 arctan 序 一 站 


3 3 3 








例 2.11.6 (单项 选择 题 ) 设 m,n 都 是 正 整数 , 则 反常 积分 HD 的 收 化 性 


( ). 

A. 仅 与 到 的 取 值 有 关 B. 仅 与 的 取 值 有 关 

C. 与 m,n 的 取 值 都 有 关 D. 与 m,n 的 取 值 都 无 关 

精 解 ”所 给 的 反常 积分 是 无 界 函 数 反 篆 积分 ,有 正点 x = 1 和 可 能 瑕 点 x = 0, 于 是 应 分 
别 考 虑 


上 二 和 用 人 一 二 gx( 注意 ,被 积 两 数 在 积分 区 间 上 是 非 负 的 ) 








对 于 [ Vin2 -3qx, 当 2 a . > 0 时 , lim > 下 -人 = lim ax” 一 存在 ， 因此 ,此 时 





x = 0 不 是 瑕 点 ， 即 三 —& * 是 定 积分 ,可 以 理解 成 收 全 的 反常 积分 ; 当 2 - 二 < 0 时 
是 瑕 点 ,此 时 有 0 < 二 -了 - 地 < 1( 对 任意 正 整 数 m,n， 2 二 < 1 是 必然 的 ) , 且 








ee Bs Y -|- 1 ,所 以 此 时 该 反常 积分 收 伍 .由 上 可 知 ,对 任意 正 整 数 m,n， 


0t 


FE Vln2(1 —%) 1 收敛 








人 
m 三 
对 于 上 站 -只 qx ,由 于 对 任意 正 整数 m,n 都 有 0 < 二 <1, 且 
要 Vx 2m 
i | Go， 0D |- jim /0 一 习 m2(1 -= 0, 即 对 任意 正 整 数 m,n, 访 反 
T+ x Xx—> 


常 积分 收敛 . 
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因此 本 题 选 D. 


平面 图 形 面积 的 计算 


【主要 内 容 】 


1. 直角 坐标 情形 
(1) 由 曲线 y =A(xz),y = p(x) (其 中 ,函数 (x) ,p(x) 连续 ) ,直线 x = a,x = b(a < 
4b) 围 成 的 平面 图 形 面积 >》 





b 
Ss= {1f(x) -A(x) 1 ds, 


特别 地 ,由 曲线 y = f(x) (其 中 , f(x) 是 非 负 连续 函数 ) ,直线 x = a,x = 5b(a < 5) 围 成 的 平面 
图 形 ( 曲 边 梯 形 ) 面积 ; 








这 [fa 


(2) 由 曲线 x = g1(y) ,x = gp(y) (其 中 ,函数 g1(y) ,g;(y) 连续 ) ,直线 y = c,y = d(c < 
d) 围 成 的 平面 图 形 面积 》 





d 
Ss= | 18) -gy) 1 dy, 


特别 地 ,由 曲线 x = g(y) (其 中 ,g(y) 是 非 负 连 续 函 数 ) ,直线 y = c,y = d(c < d) 围 成 的 平面 
图 形 ( 曲 边 梯 形 ) 面积 > 








d 
Ss = | g0)dy 
2. 极 坐标 情形 
设 由 曲线 7 = pg1(0) ,r = om (09)( 其 中 ,pl(0) ,gp;(9) 连续 ) ,射线 4 = a;,0 = B( 其 中 ,0 < 
B -as<2) 围 成 的 平面 图 形 面 积 ; 


1 re 
s=3| 19(0) -#2(0)1 do. 7 





【典型 例题 】 

例 2.12.1 (单项 选择 题 ) 连续 函数 
y = f(x) 在 区 间 [ -3, -2],[2,3] 上 的 图 形 
分 别 为 直径 是 1 的 上 、 下 半圆 周 , 在 区 间 
[-2,0],[0,2] 上 的 图 形 分 别 为 直径 是 2 的 


下 、 上 半圆 周 ( 见 图 2. 12. 1). 设 P(x) = [4) di, 则 下 列 结论 正确 的 是 (。。). 

















图 2.12.1 





A. F(3) =- 3F(-2) B. F(3) = FF(2) 


GC RUI) s FF(2) D, F(-3) =- FF(-2) 


精 解 ”算出 F(3) ,PC-3),F(2) 即 可 确定 正确 的 选项 . 
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F(-3) = FP(3) = 名 mn (由 于 J(x) 是 奇数 ,所 以 F(x) 是 偶 函 数 ) ， 

















F(2) = [ADd = Fm ( 它 是 [0,2] 上 的 上 半圆 的 面积 


由 此 可 知 ,PF(- 3) = FF(2). 


因此 本 题 选 C. 
例 2.12.2 求 抛物 线 y = 2x 与 其 上 一 点 


4( 记 ,1 处 的 法 线 围 成 的 平面 图 形 D 的 面积 5 
精 解 ” 先 写 出 法 线 方程 ,然后 画图 计算 图 形 
D 的 面积 5. 
dx _dl/l 
有 5 i 
线 2 = 2x 在 点 4 处 的 法 线 方程 为 
y -1=-1. (x -t= 


D 的 图 形 如 图 2. 12. 2 所 示 , 它 是 由 曲线 * = 2， 








= 1 ,所 以 抛物 











y=1 

















直线 x = 3 -y 围 成 的 ,所 以 由 该 图 可 得 
_ fr/3 1 _/3 1 1 
s=|,[(3 -7)-37]y (27 -27 -6 
例 2.12.3 求 两 椭圆 吕 + 72 大工 和 3 2 + 这 <1 公共 部 分 的 面积 5 
精 解 DD 的 图 形 如 图 2. 12. 3 所 示 . 由 对 称 性 知 D 在 各 个 象限 的 面积 相等 ,所 以 
S = 451, 
其 中 ,$ 是 D 在 第 一 象限 部 分 D| 的 面积 . 


记 两 椭圆 的 边界 在 第 一 象限 的 交点 为 4, 则 点 4 
的 坐标 (x,y) 满足 


1 16 


-3 








十 

| 
ll 
jE 








解 此 方程 组 得 * = y = 全 








直线 04:y = x 将 Di 分 成 面积 相等 的 两 部 分 . 记 图 2.12.3 
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其 中 位 于 04 上 方 部 分 的 面积 为 ,由 于 这 一 部 分 是 由 曲线 y = /1 - 卫 妇 ,直线 y =x 和 x = 
0 围 成 ( 见 图 2. 12. 3 阴影 部 分 ) ,所 以 


3 # /1 1 
| | 1 - 3x de- 7% 
本 T 2dy 2 
0 A 3 8 


今 x = V3sin i 
oe. cos t «3cos tdt — 训 





| 向 | 








= a + sin 2) | 


三 2 (7 a 3 村 < 





6“ 才 


因此 ,3 = 8o = 2 


例 2.12.4 设 曲线 y = cosx(0 <x 大工) 与 < 机 


和 y 轴 围 成 的 平面 图 形 D 被 曲线 y = asinxy 和 7y = 
bsin x(0 < 5b < a) 三 等 分 , 求 常数 a,b 的 值 . 

精 解 ” 图形 D 及 曲线 y = asin x,y = bsin x 如 图 
2. 12.4 所 示 . 








<Y 





由 于 D 的 面积 为 | cos xdx = 1, 所 以 由 题 设 知 ,由 
曲线 y = cos x,y = asin x 及 y 轴 围 成 的 图 形 面积 》 





y 
arctan a 























arctan , 1 . 1 
| (cosx — asin x)dx = 了 本， 即 (sin x + acos %) = 本 
由 此 得 到 
1 a? 1 7 1 
+ -a= 一 ， 即 V1l+ta” =at+t 一 . 
1 +a’ 1 +a’ 3 3 
解 此 方程 得 a。 = 全. 
同样 由 题 设 知 ,由 曲线 y = cos x,y = bsin x 及 y 轴 围 成 的 图 形 面积 》 
arctan 于 arctan 于 
| "C0 2 = Vein Wd 0 即 (sin x + beos x) 2 
0 3 0 3 
由 此 得 到 
2 
l Pe = 即 本 
1+0b 1+b 3 3 
解 此 方程 得 5 = 之 
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例 2.12.5 记 由 曲线 C;(x ?+y)”= oo -和 好)(a >0) 围 成 的 且 在 圆 x*? +y* = Fo 
之 内 的 平面 图 形 为 D, 求 D 的 面积 5. 

精 解 ” 先 写 出 所 给 曲线 C 在 极 坐 标 系 下 的 方程 ,然后 画图 并 计算 5. 

曲线 C 在 极 坐标 系 下 的 方程 为 

7? =acos20,， 即 r= a Veos20. 
T TT 3T 5T T TT 3T S57 

由 此 可 知 20 e = 2 |v [> , 即 0 e | 2 jb [2 林 | 于 是 C:r = a wcos 20 
的 图 形 如 图 2. 12. Sa 所 示 , 从 而 在 图 中 画 出 了 D 的 图 形 . 显然 DD 既 关 于 x 轴 , 又 关于 y 轴 对 称 ， 
所 以 





























S = 45,, (1) 
其 中 ,S| 是 DD 在 第 一 象限 部 分 Di (如 图 2.12.5a 阴影 部 分 所 示 ) 的 面积 . 现 将 Di 放大 如 图 


2. 12. 5b 所 示 . 记 晶 线 C 与 国 避 + 这 = 雪 @ 的 交点 为 4, 则 4 = 【上 0, 如 06, 即 9 = 村 将 


Di 分 成 a 与 0, 两 部 分 ( 见 图 2. 12.5b) , 则 
S| = ol 的 面积 + cy 的 面积 


1F5/1 YY 1 [4 
= 二 | |—a d+3h (a Veos 20)“d0 


2.0 NA 
-To 1 3 
4 + 5 


将 它 代入 式 (1) 得 




















a) b) 
图 2.12.5 


旋转 体 体积 的 计算 


【主要 内 容 】 
1. 旋转 轴 为 * 轴 或 与 * 轴 平 行 的 直线 情形 
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(1) 由 曲线 y=/(x) (J(x) 是 连续 函数 ) ,直线 < = a,x = 5(a < 5) 及 * 轴 围 成 的 平面 图 
形 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体 积 
V, = | 2) ds 


(2) 由 曲线 y = f(x) (f(x) 是 连续 函数 ) ,直线 x = a,x = b(a <5) 及 x 轴 围 成 的 平面 图 
形 绕 直线 y = (对 任意 x e [a,b] 有 0 三 Kx) 胡 ) 旋转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 
V = 5(b a) | Lk f(x) ]2dx. 
注 由 曲线 y = f(x) (f(x) 是 连续 函数 ) ,直线 x = a,x = 05(0 三 a <b 或 4a < 过 0) 及 
x 轴 围 成 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 
六 2 > LAT 
2. 旋转 轴 为 y 轴 或 与 y 轴 平 行 的 直线 情形 
(1) 由 曲线 x = g(y)(g(y) 是 连续 函数 ) ,直线 y = c,y = d(e < d) 及 y 轴 围 成 的 平面 图 
形 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体 积 
v= 7 dy 
(2) 由 曲线 x = g(y)(g(y) 是 连续 函数 ) ,直线 y = c,y = d(c < d) 及 y 轴 围 成 的 平面 图 
形 绕 直线 x = m( 对 任意 y e [c,d] 有 0 g(y) < m) 旋转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 
了 = 7(d — c)m’ 一 «| Lm - g(y) ]”dy. 
注 ”由 曲线 x = g(y)(g(y) 是 连续 函数 ) ,直线 y = c,y = d(0 三 c <d 或 ec < d=0) 
及 y 轴 围 成 的 平面 图 形 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 


d 
V =27| y1 ge(y) 1 dy. 









































【典型 例题 】 

例 2.13.1 过 点 P(1,0) 作 抛物 线 c:y = vx -2 的 切线 1, 求 由 c,!1 及 % 轴 围 成 的 平面 图 
形 了 D 绕 x%x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 

精 解 ” 先 写 出 /的 方程 ,然后 画 出 D 的 图 形 并 计算 中 

设 1 与 c 的 切 点 为 (xo, V6 -2) , 则 x。> 2, 且 1 的 方程 为 








y 一 人 (1) 
X0 一 


由 于 7 过 点 P(1,0) , 故 将 其 坐标 值 代 入 ?i 
式 (1) 得 
1 
0- /xn 一 2 = 1 — wo ). 
0 7 cr 0) 1 
解 此 方程 得 xo 三 3 ,从 而 /xo -2=1. 将 
它们 代入 式 (1) 得 
1 1 
y-1 = 了 ww=3)) 印 》 = 本 (xz -1). 
由 此 可 以 画 出 D 的 图 形 如 图 2. 13.1 
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的 阴影 部 分 所 示 . 
V = 人 AACE 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 - 
曲 边 三 角形 BCE 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 


= [t(D] -rh (Da 
= Ts — 1)”dx — | (x — 2)dx 


= T(x -1)3|， | 


12 
27 _T_ 1 
~ 3 2 6 


例 2.13.2 设 平面 图 形 D = | (x,y)| x? 过 -2x,y 到 x|. 求 万 绕 直 线 x = 1 旋转 一 
周 而 成 的 旋转 体 体积 
精 解 D 的 图 形 如 图 2. 13. 2 中 的 阴影 部 分 
所 示 . 
V = A480 绕 直线 x = 1 旋转 一 周 而 成 的 旋 
转 体 体积 - 曲 边 三 角形 4B0 绕 直 线 
x = 1 旋转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 

















0 2 
=- 可 -7)?dr- 
0 
rj [1 对 (= 1 + V1 -7 )]dy -ltl 六 | 
0 
_ 7| (4 -2y +27 +4 VF) dy 图 2.13.2 


0 
= 7(-4y -yp + 37) 网 +4T| V1 -ydy 


0 
=- 下 +47. 闻 "(| VI-ydy = 二 是 由 定 积分 几何 意义 得 到 的 】 





例 2.13.3 设 由 曲线 C:8y = 12x - 娄 (0 生 xx 和 2) ,直线 y = 2 及 7 轴 围 成 的 平面 图 形 为 
D. 求 D 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 只 
精 解 C 的 方程 可 改写 为 y = (12% -x3). 由 于 


























| y= (12xx3 
Y = 六 (4-z2) >0 (0 <% < 2)， 2 2 
所 以 C 的 图 形 及 DD 的 图 形 如 图 2. 13. 3 所 示 . 
显然 ,D 是 y 轴 上 的 曲 边 三 角形 ,但 C 的 方程 不 易 改 写成 D 
x = x(y) ,因此 用 以 下 方法 计算 只 
V = 矩形 04BM 绕 y 轴 旋转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 - 曲 
边 三 角形 048 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 ”一 4 








2 
Ds 本 3 
=7T7'2*.2 -2m|x 8 (12x -和 ) dx 图 2.13.3 


>2016 考 研 数学 (二 ) 典型 题 660 
而 





2 
= 8T -| (12x? — x4) dx 


例 2.13.4 求 由 参数 方程 表示 的 曲线 | 
c 
2a 


[ = a(t — sin 1), 


(0 和 上 和 2m,a > 0) 与 x 轴 | | 
y= Q(1 -cost) | 
围 成 的 平面 图 形 Dp 绕 直 线 y = 24 旋转 一 周 而 成 4 ee 


的 旋转 体 体积 
精 解 ”D 如 图 2. 13.4 中 的 阴影 部 分 所 示 ， 图 2.13.4 
所 以 
V = 矩形 04BC 绕 直线 y = 24 旋转 一 周 而 成 的 旋转 体 体 积 - 
线段 CB 上 的 曲 边 梯形 04BC 绕 直 线 y = 2a 旋转 一 周 而 成 的 旋转 体 体 积 
= 7T* (24a)* .2ma — zf (y — 2a)dx 




















27a 
= 8m0 -7| (y -4ay + 4a’)dx 
27a 
= 8m7 a + 7| (4ay -yy ) dx -4mao * 27a 
代入 参数 方程 2 
一 全 一 下 [4o2(1 -cost) -a’(l -cos 站?] .a(l -cost)dt 
27 
一 3 ,41  ， st 
= gn | (2sin 7 -Sin'7 dt 


令 u= 广 
一 一 16mo3 | (2sin wu - sin® wu) du 

= 16ma3 | , (2sin’ 一 sine wu)du (由 于 2sintw - sin6xv 是 以 7 为 周期 的 周期 函数 ) 
演 32ma? | (2sin4 wu - sine u) du 


= 32Ta3 (2 。 





曲线 弧 长 与 旋转 曲面 侧面 积 的 计算 


【主要 内 容 】 

1. 曲线 弧 长 的 计算 

设 机 线 弧 馈 的 参数 方程 为 [了 “1 其 中 4,8 的 参数 分 别 为 a.8(a < B) ,x() ,yD) 都 
二 » 


是 连续 可 导 函 数 , 则 48 的 弧 长 为 








,= 人 Ve) T+ Ly) Td 
地 别 地 ,曲线 弧 48 的 方程 为 y = f(x) ,4,B 的 横 坐 标 分 别 为 x0 ,x (x。< x ) ,f(x) 连续 可 
导 , 则 48 的 弧 长 为 
$= | V1 + [LA COxz)] dx. 
设 曲线 弧 4B 的 极 坐标 方程 为 = r(b) , 设 4,8 的 极 角 分 别 为 9,,0, (6 < 9 ) ,r(9) 连续 
可 导 , 则 48 的 弧 长 为 





二 I r (0) +[Lr 09)]2d0. 
2. 旋转 曲面 侧面 积 的 计算 
(1) 设 曲线 弧 y = f(x) (a x 65) (其 中 ,函数 x) 在 [a,b] 上 连续 可 导 ) , 则 它 绕 x 轴 旋 转 一 
周 而 成 的 旋转 曲面 侧面 积 ; 
b b 
Oe 27| iyl ds =2r| 1 f(x) 1 VT+ LF (x) Jadx. 
注 ”此 时 旋转 曲面 方程 为 
+ Vy +2 = f(x) ,By +z = f° (x). 
(2) 设 曲 线 浙 x = g(y)(c 万 y < d)( 其 中 ,水 数 g(y) 在 [c,d] 上 连续 可 导 ) , 则 它 绕 y 轴 旋 转 
一 周 而 成 的 旋转 曲面 侧面 积 ; 
d d 
Ss =25| 1 xl ds =27| 1 gC7) 1 Vi+ Ley Jdy. 
注 ”此 时 旋转 曲面 方程 为 
+ Vx +z = oe(y),Bx +z = go (y). 


【典型 例题 】 
例 2.14.1 ”在 曲线 弧 4B: ”了 “> (0 <4< 于 ,上 且 4,8 对 应 的 参数 /分别 为 0 与 】 
》 三 e'cos 2 
上 求 一 点 C, 使 4C 的 弧 长 为 CB 弧 长 的 2 信 . 
精 解 ” 设 点 C 对 应 的 参数 为 1。e (0, 也 ), 则 





4C 的 弧 长 = 三 [ (e'sin 1)’]* + [(e'cos#)’]’d 





te te 
上 I er (sint +cost)” +e'(cost -sint)’dt = {erqt = V2(e'c -1), 
0 0 





CB 的 弧 长 = I [ (e'sin 1)’]* + [(e'cos1)’']*dt = | ed = (ez 一 etc ). 
所 以 ,由 题 设 得 
V2(e'r -1) =2. (ez -ec), 即 ec -1 = 2e2 ~ 2erc. 
解 此 方程 得 








因此 C 点 的 坐标 为 ( (了 + 了 jsin In (3s + 3 ), (和 + 3 )eos In (3 + 1)}: 


例 2.14.2 设 ;(%) 表示 对 数 螺 线 r = ew%(a > 0) 自 0 =0 到 0 = p(p > 0) 的 弧 长 ,4(o) 


表示 由 这 段 昌 线 与 射线 9 = 0,0 = 9 转 成 的 晶 边 肩 形 的 面积 , 求 lim ， 
lim, 
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精 解 ” 先 算出 *(p) 和 4(p) ,然后 计算 所 给 的 极限 . 由 于 
s(9) = | Vem rte Tap = Vt) erd = M+ (ew -1), 








1 » 和 1 a 
A(p) = 5) (e")?d0 = 区 (exe -1), 


v1 +a (op _1) 
0 = im -4 Mire lim mi -2 1 + o2. 


2 一 0 (9) p07 1 2ap _ 1 re’”? 二 1 
re ) 














例 2.14.3 设 p = p(x) 是 抛物 线 y = yx 上 任 一 点 M(x,y) (x 三 1) 处 的 曲率 半径 ,。 = 
s(x) 是 该 抛物 线 上 介 于 点 4(1,1) 与 点 导 之 间 曲 线 弧 的 弧 长 , 求 

















dp 2 
p99- ( 哇 六 
精 解 ”由 抛物 线 y = yx 在 点 M(x,y) 的 曲率 为 
1 
kK- Yl .| 4| .2 
[1 + (y')2]? 1 YE 4x+1)Y 
| 
pie 
此 外 ,s = 上 eas A 
p = (4z +1)i, 
很 到 中 参数 靖 入 加 
OE ON 函数 p = p(s) ,由 参数 方程 表示 
EE 


的 函数 求 导 方法 得 














= = = 6 Vx, 
ds of VIE Vas + 1 
! 2 2 Vx 
(%) 6: gx 
中 _ ds/ 2 x 6 
ds ds Vx TI Vet+ 并 
2 x 


J 3ndp_ (qd -3.1 
所 以 ,3p 9- ( 半 | = 7 (4x + 1) 





0 
V4X 十 工 
= 9(4x + ) — 36x = 9. 
例 2.14.4 设 曲 线 C:y = 和 妇 , 记 4(b 是 由 曲线 C, 直 线 x = -1,x = 1t(t1 >-1) 及 x 轴 围 
成 的 曲 边 梯形 的 面积 ,s(1) 为 曲线 C 上 从 点 (-1;1) 到 (i,zr) 的 曲线 弧 的 弧 长 . 现 将 由 参数 方 
程 表示 的 曲线 C) : 








6 = A(i), 


六 $s(1) (2 





绕 é 轴 旋 转 一 周 , 求 由 此 产生 的 旋转 曲面 的 侧面 积 $. 
祖 解 。 先 确定 4(1) ,人 (1) 的 表达 式 ,然后 求 旋转 曲面 的 侧面 积 5. 
二 [xax a 3 +1) ,由 此 可 得 当地 过 生 芝 子 时 , 这 
此 外 由 s( = | V1 +[(x)’]*dx = 和 V1 + 4xzdx 得 
刀 = 0 = Vl+4t* (0<1:=1). 


所 以 ,所 求 的 旋转 曲面 的 侧面 积 
§ =27 [7 VE + Yd 








-2 va ja 
V1 +4r 


V16 ++ 4 
V1 + 4 


1 
2r| VI6G + + ddt 


Te 27[ M + ut du 
-2 ert) + (A) 


1 
=27| 1 1 4 . 





























255 1 7 1 ] 
| ae w + Au+4 | 
79 v21l 1 255, 9 +4 v21 
T 一 一 十 ln . 
16 4 64 17 





例 2.14.5 设 有 曲线 y = Vx - 工 , 过 原点 作 其 切线 , 求 由 此 曲线 .切线 及 * 轴 围 成 的 平面 
图 形 D 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 表 面积 5. 

精 解 ” 先 计算 切线 方程 并 画 出 D 的 图 形 , 然 后 按 旋 转 体 侧面 积 计 算 公 式 计算 5. 

切线 方程 应 为 y = kx. 设 切 点 为 (xo,yo) , 则 ,xo ,Yo 满足 方程 组 





yo = kxo, 
yo = Vxo -1 
网 1 
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解 此 方程 组 得 ww = 2,y。= 1,k = 六 ,所 以 切线 方程 





为 y = x 由 此 可 画 出 刀 的 图 形 如 图 2. 14. 5 阴影 间 


分 所 示 . 由 图 可 知 
S = S| +5,, 











其 中 ,5, 是 由 04 绕 * 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 曲面 面 


只,S, 是 由 曲线 弧 B4 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 曲 图 2.14.5 
面 面 积 . 所 以 


Ss =25 | 3 + (Fa)] er +27f ET M+[( /1)'] dx 


2 a 
= | dd V4x — 3dx 
4 0 2 4 





= Bm+ os -1) =EGG-D 


练习 题 二 
1. 单项 选择 题 
(1) 设 J(x) qx = e+ C, 则 不 定 积分 [f(x)dx = (  ). 


A.e “(x+1)+C B. -~e “(x—-1)+C 
C. e“(x—-1)+C D. ~e “(x+1)+C 
; ji | 
(2) 设 A%) 的 一 个 原 函 数 为 2, 则 | "(x)dx = ( ). 
ln x 1,» 
A. 一 一 +(C B. 二 nx +C 
x 2 
1-lnx 
C. lInl lnxl+C D. — +C 
% 


(3) 设 /(x) 是 连续 函数 ,F(x) 是 f(x) 的 原 函数 , 则 (。”). 
A. 当 f(x) 是 奇 函 数 时 ,F(x) 必 为 偶 函 数 




















B. 当 f(x) 是 偶 了 水 数 时 ,F(x) 必 为 奇 图 数 

C， 当 f(x) 是 周期 函数 时 ,F(x) 必 为 周期 函数 

D.， 当 f(x) 是 单调 增加 孔 数 时 ,F(x) 必 为 单调 增加 函 数 

T 
i 0 同类 7 大 是 ). 
e”, 0<x1, 

A rw |" gr <0 B. F(x) 人 3 < 0 
er ， Ox1 e 一 1 Ox1 

C ro -| = D. F(x) i = 
e”, 0<x1 e*—-1 0<x1 


P 
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(5) 设 f(x) 与 a(x) 都 是 [0,1] 上 的 连续 函数 , 且 f(x) < g(x) , 则 对 任何 c se (0,1) 有 
). 


A. [f(a 三 [g(a B. (Wor =< [ig(D a 
C. [roDu> | gd D. |/ < [ela 


(6) 设 M = 厂 sin xcos- dg ,N= 上 [cos x +x ln(x + Vx +1)]dx, 


二 Pods + e*cos%x 一 ecos x)dx, 则 有 ( ]: 


A.M<N<P B.M<P<N 
C. P<M<N D.N<M<P 


(7) 设 I = bn sinxdx ,J = bn cot xdx,K = bn cos xdx, 则 1,J,K 的 大 小 关系 是 
六 

A. TJ<K B.I<K=<J 

C. JI<K D. KJ,=<I 


[fas = fC6) C6 = 0),5s = 了 Ka) +A6)I(GG -0) ,有 ( ) 


的 ( 


A. SI < $, < 93 B. S$, < SI < 5S; 
C. $3 < 9 < 9 D. 9 < 93 < 91 

















(9) 设 函 数 /(x) 连续 , 则 | AD)d =2[ (Ddi(x e (-% ,+ wm)) 成 立 是 /(x) 为 偶 函 数 


). 
A. 充分 而 非 必要 条 件 B. 必要 而 非 充分 条 件 
C. 充分 必要 条 件 D. We < 件 


(10) 设 /(x) 是 以 1(1 > 0) 为 周期 的 连续 函数 ， 小 。 fin) dal} 其 中 ,t > 0) , 则 ( ”). 
A. 了 依赖 而 不 依赖 #,1 

B. 1 依赖 1 而 不 依赖 s ,1 

C. I 依赖 s 和 + 而 不 依赖 / 

D. I 不 依赖 s,t 及 1 

Ciy Yad) -人 Sig 是 B(x) = [+D5d 的 ( 。 ). 

A. 低 阶 无 穷 小 B. 高 阶 无 穷 小 

C. 同 阶 但 不 是 等 价 无 穷 小 D. 等 价 无 穷 小 

(12) 设 F(x) = | esin idi, 则 F(x) 是 (  ). 
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A. 周期 为 站 的 周期 函数 
C. 周期 为 2 的 周期 函数 
(13) bsin(a WE 


A. sin B. sin x? 


B. 取 正 值 的 函数 
D. 取 负 值 的 函数 


C. 2xsin x? D. 2isin #7 


(14) 设 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,是 f(x) > 0, 又 设 函 数 


F(x) = {f(a + 2 


RD 


则 方程 R(x) = 0 在 (a,b) 内 的 实 根 个 数 为 ( ”). 


A. 1 B. 2 

















(15) 设 函 数 f(x) 连续 , 则 必 为 偶 函 数 的 是 ( ). 


A. 人 Lo) +f(—t)]dt 
C: 2(2)d: 


a, YX >0， 


(16) 设 函 数 Kx) = 1 0， % =0,(a > 0) , 则 函数 F(x) = [AD a 


-a, x <0, 


A. 在 点 x = 0 处 不 连续 


B | LO -A 1d 
D. [WOK 


B. 在 (- ,+o ) 上 连续 ,但 在 点 x = 0 处 不 可 导 
C. 在 (-%, + %) 上 可 导 , 且 下 (x) = f(x) 
D. 在 (-%, + %) 上 可 导 , 但 不 一 定 满足 F(x) = f(x) 


(17) 设 /x) 是 连续 函数 ,F(x) = | (x -22)(7) di, 则 当 /(x) 是 单调 增加 的 人 


A. 单调 增加 的 偶 函 数 
C. 单调 增加 的 奇 函 数 




















B. 单调 减少 的 偶 函 数 
D. 单调 减少 的 奇 函 数 


(18) 设 函 数 y = f(x) 在 [ - 1,3] 上 的 图 形 如 图 题 2. 1. 18 所 示 ， 








则 函数 F(x) = [A/Da 的 图 形 为 ( 





图 题 2. 1. 18 
): 

















可 


男 数 时 ， 





TOON Pooh 








= 














= 





(19) 设 f(x) 是 (- % ,+ o ) 上 连续 的 奇 函 数 , 则 ( ). 


A | A) 收 全 B. 当 | “(x) dx 收敛 时 ,其 值 必 为 夫 
C A(x) dx 发表 D, 当 [a) ds 收 伍 时 ,其 什 未 必 不 为 夫 


(20) 已 知 反常 积分 [epxd,| 二 dr 都 收 伍 , 则 常数 满足 ( 

A.p>1 B.p<l1 G1l<p<2 D.p>2 

(21) 由 曲线 y = (x +1)x(x -2)(-1<*<2) 与 * 轴 围 成 的 平面 图 形 面 积 的 积分 表达 
式 为 ( 。 ) 








A. | G+ D(x -2)ds B. | Gr Drl x -21 a 
2 2 
C. | x+11 (2 x)d D. Dl 全 
(22) 由 曲线 (x* + y)”= wx” -yy 围 成 的 平面 图 形 面积 5 的 积分 表达 式 为 ( ). 
A. 9 =- 2| eos 20d0 B.S= 4 cos 20d0 
CS=2 局 /cos 20d0 D. Ss = 二 [os 9d0 





(23) 由 曲线 y = x — 2x 与 y = x (x 三 0) 围 成 的 平面 图 形 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 
体 体积 的 积分 表达 式 为 ( ). 
A. | [ee — (x? -2x)2]dx 


B. 5| (x — 2x)? dx 
2 3 2 | 4 3 2 
C. 7| (max|x’,| x -2x|}|) dx + mT) ls — (x” — 2x)° |dx 


9 :| 
D. | Cmaxls ,X” — 2x) )“dx 
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(24) 设 曲 线 y = min|e*,e-*| , 记 位 于 该 曲线 与 x 轴 之 间 及 直线 x = 1 左边 的 平面 图 形 面 
积 为 4(t), 则 4(1) = ( ). 





e! t<0 
A(1) = 1 B. A(1) = @ 
人 
7 e 1 > 0 
3 _ 工 -> 2 
C. A(z) 3 Ie D. A(1) = 


2. 解答 题 


(1) 设 |xf(x)dx = arcsin x + C, 求 不 定 积 re ) 





(2) 设 f(sin*x) = , 求 | A 


SINnN % 


(3) 求 不 定 积分 | jd 


(4) 求 不 定 积分 | Sid 


— ln 





(5) 求 不 定 积分 | 





人 
(6) 设 er** 是 函数 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 求 不 定 积分 [xf (x) dx. 


(7) 已 知 y =/(x) 单调 可 导 , 且 |/(x) dx = F(x) + C,y = g(x) 是 y =/(x) 的 反 画 数 , 求 
[gCx) qx. 
(8) 设 F(x) 是 函数 (x) 的 一 个 原 函 数 ,是 当 * > 0 时 Hz)F(x) = 一 < 以 及 


2(1 +x)? 
F(0) = 1, 求 A(x) 的 表达 式 . 
(9) 求 定 积分 V| x — 2x | dx. 


(10) 求 定 积分 | (1 - cos z)4dx 


(11) 求 定 积 2 | we， 





(12 ) 求 定 积分 arcsin 1 dk. 
(13) 设 函 数 儿 x) 二 阶 连续 可 导 , 且 f(0) = 1,f(2) = 3,/'(2) = 5 , 求 定 积分 | "(2%) dre 


x2 + 2 
(14) 设 函 数 y = y(x) 由 方程 | sin 万 di + | cos tdt =0 确定 , 求 丢 
0 0 x 








(15) 设 函 数 (x) = ko a 求 呈 人 
(16) 设 函 数 扩 xz) 满足 f(x) =NKxz -1) +ln(1+x), 且 在 [0,1] 上 f(x) = xe*, 求 定 积分 
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3 
| fx). 
(17) 设 拟 x) = 





+ VT 一 避 Ax) dx, 求 定 积分 (x) dx 


(18) 求 反 常 积 wf a 





(19) 求 反常 积分 必 
(20) 求 下 列 曲 线 弧 的 弧 长 


(1)y= | tan tdr(0 x < 了 T); 


% 
dx. 
一 :此 


(ii)r=e’(0<0=<7). 
(21) 计算 下 列 各 题 : 
( 1 ) 求 由 曲线 r = a(ecos0 + sin 9)(a > 0) 围 成 的 平面 图 形 位 于 第 二 象限 部 分 DD 的 面积 4. 


(ii 设 卫 数 /x) = 人 (3 -卫士 jie > 0), 求 由 曲线 y = /(x) 及 < 畏 轩 成 的 平面 


图 形 面 积 A. 

(22) 求 曲线 y= sin x(0 < x <25) 和 * 轴 围 成 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋转 一 周 而 成 的 旋转 
体 体积 中 

(23) 求 由 曲线 y = 巡 及 y = 1 -局 围 成 的 平面 图 形 绕 直线 y= 1 旋转 一 周 而 成 的 旋转 体 
体积 也 

(24) 设 位 于 有 线 y = 二 7(* <* <+m) 下 方 必 轴 上 方 的 无 界 区 城 为 C, 来 6 
绕 轴 旋转 一 周 所 得 的 空间 区 域 的 体积 














1. 单项 选择 题 





(1) A (2) D (3) A (4) B (5) D 

(6) B (7) B (8) B (9) C (10) C 

(11) C (12) C (13) B (14) A (1S) A 

(16) B (17) B (18) D (19) B (20) C 

(21) D (22) A (23) C (24) A 

2. 解答 题 

(1) 由 题 设 得 xf(x) = sy es = |* V1 — x dx = -到 (1 一 2)3 + C. 
C2.) | f(x eg sin’t)2sin tcos tdt 


兰 2jsin tdt = -2]ideosi =—2(tcost -sint) +C 





=-2 Vl -wxarcsin Vx +2wx +(C. 
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8、_D 8 
G3) | 二 | 全 | % sd 
i x(1l+wx) % 1 + 
EE 
(1 + xs)* 


1 -lnx 





(4) i | (1 yt 上 Ty ( -= x ee 
bb x 





(s) | 1 EE 邻 t = Vx+ Vx+l 1 (< 
1 +Ar+ VI+x l+t \ 2 


1 1 1 1 1 1 1 
= 7/(1 -= + 二 - 王 ju = 广 (t -Int -二 +)+C 


= + a pr 











C (其 中 -< = (C1 + 于 
(6) {xf ' Cx) dx = oz) - [Fx) dx = x(er) -ec +C 
= ecx -二 -1)+ GC, 


(7) g(x) 可 导 , 所 以 [g(x)dx = g(x) - fxdg(%), 


SS 


其 中 , jxde(*) = 一 


[fCDar = F(t) - C = F(g(x)) - C. 因 此 
[g(x) de = g(x) - F(g(x)) +C. 


(8) [fe) F(x) ds 二 jd 





人 
= dz- = [+ C， 


由 (0) = 工 得 C =0, 所 以 F(x) = 








十 和 


(9) 「 J eT = Vi wdx + VX 二 2xdx， 
其 中 ,| Yar 一 避 dr = | VL- (x -1)7dx = 下 ( 定 积分 的 几何 意义 ) ， 
Pm 
| 
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1 
二 3 -mn(2 + V3). 
3 
所 以 | wx 一 2x1 “= 下 + 3 -3In(2 + V3). 
令 1 = 二 
图 44 VT eB 
(10) ha — cos x) dx = 16] sin :dx 一 32 上 sin tdi 
7 .3.:3.1 7 35 
on 
1 In(1 +x) 1 1 3 
GD | 二 = = | in( + x)d; | (2 jd 








2 1 
| = In2- a1n2 = 3 ln2. 


人 _ x 
3 令 1 = arcsin 下 
. x +x [3 
(12) | arcsin |/ dx | tdtan’t 
0 ] +x 0 


T TT 


3 3 2 
— | tan’tdt 
0 0 


1, 1 +x 
= In2- a1 











= ttan2t 





= 7 -人 (Cseez -1)dtl = $n = A3. 


(13) "(20) ds = 二 [or 上- 人 dz] = 这 -二 ad 


2 


LI 


-于 LA2) -A0)] =2. 
(14) 所 给 方程 两 边 对 « 求 导 得 


sin( x? + 7)? (2% +2y 2)+ cosSx * 2x = 0， 
X 





yi X[ sin( x? 二 只) 十 cos?x ] 
以 于 == 
dx ysin( x? 17) 


(15) 因为 9 = = 2 vTT+ du ,所 以 


42 - 2 三 V1+du +4x2cosx V1 + sin wx”. 
G16) | Mad = [A de + fe) ds, 
其 中 ,f(x) dx 二 于) = 人 ID + ln(2 + 0) ld 


一 Te + ln(2 +t) 1]di, 


he )dx = ~— Ata) du = | Aut+1) +In(3 + wu) Jdu 
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三 | [flu) + In(2 +u) +ln(3 +u)]du 
= | ue +ln(2 +u) +ln(3 +u) |]du. 


3 1 1 
所 以 ,| f(x) de = | 2zed + 人 L2ln(2 +1) +ln(3 +1) 1di 








1 
= + In(3 40 -| (2 + a) 


=2+2ln3 +2lIn2 -13:-4n(2 +1) -3ln(3 +1)] 1) 
=-1+3mn3+4n2. 





(17) 记 4 = | roDdr, 则 Ka) -_ 1 _ +4vV1 交 所 以 


1 二 和 





1 1 1 本 T 看 
| dx + 4A] Vi -wdr = 工 + 工 4 


1 +wx? 


TT 


从 而 hf) ads =A= 和 元 





(18) | 和 a 一 ja 到 1 os | et 


+e*)? 





和 1 l 
三 一 d(1 
| 





i - -ln(l +e’)+C 


ee --x-ln(l+e”)+C 














1+e- 
一 -ln(1 +e 一 ) +(C. 
1 +e 一 
s 人 Xe 加 Xe “ 本 4 
所 以 ee [= | = ln 2. 
1 A 并 
3 x 人 x = sin’t 2 . . 
(19) | 向 dO sint * tan t * 2sin tcos td 


8 .175.31 Tm 357n 
= 2 sintidt = 2 8.6.4.7° 7 = 128: 


(20) (1)s= 1 V1 + (y') dx = V1 + tan2xdx 上 dx 
0 0 0 cos X% 








T 


= ln(sec x + tan x) |- = ln(1 + \D). 
0 


人 人 二 上 Ve 二 65db = .| oodg ye 
(21) ( 1 ) 曲线 > = a(cos 9+ sin 9) 如 图 答 2.2.21a 所 示 , 所 以 D 如 该 图 阴影 部 分 所 示 . 
由 此 得 





a a 
4 = 53h "40 = 人 (cosg+sing) d0 


tefia + sin 20)d6 = (和 于 j 


(这 ) 因为 Kx) = NE -到 下 -了 用 Sd a 





当 x >4 时 ,f'(x) = -3 (3 -6x7 +2) <0, 所 以 ,y =/(x) (x 宇 0) 的 图 形 如 图 答 2.2.21b 


所 示 . 


et 
> 





CKO 








a) b) 
图 答 2.2.21 


1 3 1 4 3 1 
因此 A | -3x -x — 2x1) dx + | (3% -3 2x3) dx 


人 








(22} VY = 2r[ | sinx| dx = 27 (asin xdx 一 | xsin xdx ) 


=27[— (xcosx — sinx) |8 + (xcos x — sinx) |27] 


= 2T .4T = 87°. 


CQ) V = 5/ a 1 -2)]?ld=a2mj (1-22)d -把 和 
| 
A 


2 
T arctan(lnx) |+” = 


第 三 章 ”多 元 函数 微 积分 学 
二 元 函数 极限 与 连续 的 概念 、 偏 导数 及 二 阶 偏 导数 的 计算 


【主要 内 容 】 


1. 二 元 函数 极限 与 连续 的 概念 

设 二 元 函数 所 zx，y) 在 点 (xo，yo ) 的 某 个 去 心 邻 域 |(x*，y) 10<(xz-xo) +(7 -yo) ”< 
871 (其 中 , 6 是 某 正 数 ) 内 有 定义 . 如 果 动 点 (x,y) 以 任何 方式 无 限 趋 于 点 (xo，wo) 时， 
f(x,，Y) 总 是 无 限 趋 于 常数 4， 则 称 4 是 点 (x,，y) 趋 于 点 (x0， Yo)( 记 为 (x, y) 一 (xo，Y0)) 
时 f(x，y) 的 极限 ， 记 为 
f(x,y) = 4 或 lf y) = 4. 


lm 
(xz,7) 一 (x0,70) 
i 


注 ”根据 定义 ， 可 以 按 以 下 方法 判定 ,tim /AY y) 的 不 存在 : 
X,Yy) (XO, 


(二 ) 如 果 点 (x,，y) 按 某 种 方式 趋 于 点 (xo，%o) 时, f(x, y) 不 趋 于 任 一 值 ， 则 
f(x，Y) 不 存在 ; 


lim 

(x,7) (x0,y0) 
(二 ) 如 果 点 (x,，y) 按 某 两 种 方式 趋 于 点 (xo， yo) 时 , f(x, yy) 趋 于 两 个 不 同 值 ， 则 
lim ls y) 不 存在 . 


(xz,y) 一 (x0,)0】 
设 二 元 函数 J(x,，y) 在 点 (wo， yo ) 的 某 个 邻 域内 有 定义 . 如 果 
ed a = f(x0,)0), 
则 称 太 x，y) 在 点 (xo，yo ) 处 连续 . 
如 果 了 fx， y) 在 区 域 D 的 每 一 点 处 都 连续 ， 则 称 fx，y) 在 区 域 D 上 连续 . 
注 当 /(x, y) 是 有 界 闭 区 域 D 上 的 连续 函数 时 ， 它 有 以 下 性 质 ， 
( i ) f(x, y) 在 D 上 必 有 最 大 值 和 最 小 值 ， 即 在 D 上 存在 点 (xo， 70) 和 (xi ， y1 ) ， 使 





导 
f(xo， 0) =M(f(x，y) 在 D 上 的 最 大 值 ), fw ，m ) =m(f(x,y) 在 D 上 的 最 小 值 ). 
(下 ) Ax, y) 可 以 取 到 其 在 D 上 的 最 小 值 mw 和 最 大 值 M 之 间 的 任何 值 C， 即 存在 
(#£,， mn) eD, 使 得 f(&, 1) =C. 
2. 二 元 函数 偏 导数 的 定义 与 计算 
设 二 元 函数 所 zx，y) 在 点 (xzo ，yo ) 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 如 果 极 限 
的 y0) -f(xo, 于 或 i y) -f(xo, 2 


XX0 4 一 %0 y 一 y0 》 -Yo 


存在 ， 则 称 这 个 极限 值 为 /(x，y) 对 «(或 y) 的 偏 导数 ， 记 为 








,大 (xo ,yo0) 或 


(x0,70) 
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9 , 
Y fy (Xo ,Yo0) ). 
07 | (x0,90) 


根据 定义 ， f(xo, 0) 与 fy (wo, yo ) 可 分 别 通过 计算 函数 f(x， yo) 在 点 Xo 处 的 导数 与 
冰 数 f(x， 7) 在 点 yo 处 的 导数 得 到 . 
注 当 (x, y) 是 区 域 DD 上 的 任 一 点 时 , f(x, yy) 在 该 点 对 x( 或 对 y) 的 偏 导数 为 


Pi 一, 或 此 简 记 (fp el < | 简 记 六) 称 为 偏 导 西数 ( 简 


称 偏 导 数 ) ， 它 们 往往 是 关于 x，y 的 二 元 函数 . 
3. 二 元 函数 二 阶 偏 导 数 的 定义 与 计算 
设 二 元 函数 作 x，y) 的 偏 导 函数 公 (x，y) ,万 (*， 四 在 点 (xo，yo ) 仍 有 侦 导 数 ， 则 称 这 
些 偏 导 数 为 Ax，y) 在 点 (xo，%yo) 的 二 阶 偏 导数 ， 记 为 
0 a of of 
Ox? | (x0%0) OXOY | (oo) OyO% | (oo Oy? 
或 对 应 应 地 记 为 大 (xzo，y?o ) ， (xz0， yo0 ) ， 为 (xzo，y0 ) ， fy (Xo, yo0). 
根据 定义 ,大 (xo ，Yo) 可 以 通过 计算 Ax，yo) 在 点 xo 处 的 二 阶 导数 得 到 ， 太 (xzo ，yo ) 
可 以 通过 计算 fxo，y) 在 点 yo 处 的 二 阶 导数 得 到 ， 而 /4 (xo，yo) 可 以 通过 计算 f(x0，y) 
在 点 yo 处 的 导数 得 到 ，f7 (xo ，yo ) 可 以 通过 计算 万 (*，yo) 在 点 xo 处 的 导数 得 到 . 
如 果 函 数 /(x，y) 在 区 域 D 的 任 一 点 (x,，y) 处 都 有 二 阶 偏 导数 ， 则 记 为 
































3 
(xz0,y0) 













































































of 简 记 92f 9f 简 记 2/ 
Ox? | (x,y) gx OxOy | (x,y) Ox9y” 
of 简 记 gf 092f 简 记 92f 
OYO% | (x,y) 97y70x ”0) | (ry) oy 
简 记 , 简 记 .， ， 简 记 简 记 
或 相应 地 记 为 大 (x, y) 二 =f f(x， fo frr (x yy fy (x, yy 
品 然 ,2 = 记 ( 六 ), 记 = 记 (六), 关 = 记 ( 妆 ), 好 = 名 ( 冯 
” 9x2 Ox \ Ox O0XOyY Oy \ Ox OYO% Ox 0y 90) 0y 97 


注 (i ) 设 函 数 /(x,，y) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 记 ， 扩 在 点 (xo，yo) 人 处 (在 区 域 D) 连 
续 ， 则 在 点 (xo， y)( 在 区 域 D) 有 f=f、 
(并 ) x, yy) 的 三 阶 、 四 阶 偏 导数 也 可 用 类 似 方 法 定义 . 





【典型 例题 】 
a x +y 0, 
例 3.1.1 设 二 元 函数 f(x, y) = 和 和 + 全 求 记 (0, 0) 和 大 (0，0). 


0 ， x +y =0, 
精 解 ” 先 由 偏 导数 定义 计算 出 A'(0, 0) 和 f.'(0,y)(y 半 0)， 然 后 再 由 偏 导数 定义 计算 
fr (0, 0). 





Ri 而 eld He WA) ah 
x—0 多 MX 一 0 


此 外 ， 由 于 y 关 0 时 ， 
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Ay — xy? 
, Sl SO a 
hh (0 7) -lin x “I x = 2 本 
0 ， 0，0 加 
所 以 ， a lin 和 ) _ J 
4 J 
2 2 2 
OX +y 0, 
例 3.1.2 设 二 元 函数 f(x, y) = 人 x +(x-y)” 
0 ， x +y =0. 
(1) 求 £'(0, 0), (0, 0); 
(2) 讨论 f(x,，y) 在 点 (0,0) 处 的 连续 性 . 
精 解 (1) 按 定义 计算 J.'(0, 0) 和 f'(0, 0). 
1 (0, 0) =lim fA) = lim =0， 
x—0 x 0% 
/, (0, 0) ji = Dy < =0. 
A 
(2) 当 wx? +y 关 0 时 ， 
XY 
f(x,y) = i | 
将 y 看 做 常数 ,对 x 求 导 本 [x? + (x —y)”] — x|2x +2(x—Yy)] 
[x + (x -7y) 
77 -2x) 
[x + (x -7y)°]? 
y(y -2x’) x +Yy 0 
所 以 ,f(x, y) = [x +(x-y)]? 
0， 好 +y =0. 
5 —2x’) ， 
lim ' = lim PY = 1 = 月 
由 于 en Ey Cp) 00,0) [x +(x-y)”]? 0 wd | 
沿 直线 y =x 沿 直 线 y = 
to es 7) 不 存在 ， 所 以 f(x，y) 在 点 (0,，0) 处 不 连续 
; ~、0z 02z 
| 全 一 ) = 
例 3.1.3 设 z=y* + dr” doy 
精 解 ” 先 分 别 计算 a =y*, zs =x? 的 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 . 
0z 02z 了 SE 
= ylny, = xlny 十 入 Wr ‘(xlny + 1), 
0 97 
二 yxY  ， 3 2 = xy + YI lnwx = x’-1(1 + ylnx ). 
x xOy 


0z 0z 
所 以 ,至 = 一 十 二 “和 三 入 ]ny + yx’! ， 
Ox Ox Ox 
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02z O22] O02 





%—1 一 ] 
= 惠 = lny +1) +x (1 +ylnx). 
Ox0y Ox9y 0xX0y Cn Le i 


例 3.1.4 设 二 元 函数 fx， 站 请 足 24 = 2 VCe,0) = = 六 , 求 Kx，y) 的 表达 


i 
精 解 = 2 的 两 边 对 y 积分 (此 时 将 «看 做 常数 ) 得 
半 = 27 + p(x) (其 中 p(x) 是 关于 * 的 待定 函数 ) (1) 
在 式 (1) 中 , 令 y=0， 则 由 题 设 站 ,= 人 得 p(*) = 地 ， 将 它 代入 式 (1) 得 
= 


上 式 两 边 对 y 积分 (此 时 将 x 看 做 常数 ) 得 
fx, 7y) =y +xy+W(x) (其 中 ,yy(x) 是 关于 x 的 待定 函数 ). (2) 
在 式 (2) 中 令 y=0， 则 由 题 设 f(x, 0) =x 得 y(x) =x， 将 它 代入 式 (2) 得 
f(x, y) =y +x yy +X. 


注 ”对 一 元 函数 /(y) 来 说 ， 由 所 =2 得 灰 7) =2y+C( 其 中 , C 是 任意 常数 ) ， 但 对 二 元 


函数 /(x，y) 来 说 ， 和 = 2 得 f(x, y) =2y+g(x) (其 中 ,p(x) 是 关于 x% 的 任意 函数 ). 


二 元 函数 全 微分 
【主要 内 容 】 
设 二 元 函数 z=/(x，y) 在 点 (xo，yo) 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 如 果 它 在 点 (x6。，36) 处 的 全 
增 量 


Az =f(xo + Ax, yo + Ay) -Axo，yo) 
可 以 表示 为 Az = 4Ax + BAy +o(p) (其 中 , 4 和 B 不 依赖 于 Ax，Ay, o(p) 是 比 p = 
V(Ax)”+(Ay) 高 阶 的 无 穷 小 )， 则 称 z =/(x,，y) 在 点 (xo，%o) 处 可 微 ， 称 4Ax + BAy 为 
z=f(x,，Yy) 在 点 (xo，y%o) 处 的 全 微分 记 为 dz | (,,,y,)， 即 
dz | Cn) =AAx + BAy =Adx + Bdy. 
注 (i) 二 元 函数 z=f(x,，y) 在 点 (x,y) 处 的 全 微分 记 为 dz. 
( 站) 如 果 二 元 函数 z=f(x,y) 在 点 (x,y) 处 可 微 ， 则 
Ox Oy 





(这 ) 二 元 函数 人 x，y) 在 点 (x，y) 处 连续 ， 两 个 偏 导 数 存在 ， 可 微 及 两 个 偏 导 数 连续 
有 如 下 的 关系 : 


二 2016 考 研 数 学 (二 ) 典型 题 660 
134 





并 7 
两 个 偏 导数 存在 二 


这 里 4 一 B 表示 由 命题 4 可 以 推出 命题 B; 4 一 一 B 表示 由 命题 4 未 必 能 推出 命题 B. 
(iV) 设 z=f(u, v) 有 连续 偏 导数 ， 则 无 论 u,v 是 自 变 量 还 是 可 微 的 中 间 变 量 都 有 


dz = 3fdu + 引 d。 (微分 形式 不 变性 ) 
(V) 设 P(z*，y)，O(z，y) 都 有 连续 偏 导数 ， 则 P(x，y) dx + O(*，y) dy 是 某 个 二 元 
函数 的 全 微分 的 充分 必要 条 件 是 2 = 9 














07 
【典型 例题 】 
例 3.2.1 (单项 选择 题 ) 设 二 元 函数 
2 2 : 1 学 2 
> (x +y 1 x +Yy 0, 
0 ， 好 + 只 =0， 
则 在 点 (0, 0) 处 f(x，y)( ). 
A. 两 个 偏 导数 不 存在 B. 不 可 微 
C. 两 个 偏 导 数 存 在 且 连 续 D. 可 微 


精 解 ” 由 于 选项 B 和 D 中 有 且 仅 有 一 个 是 正确 的 ， 所 以 只 要 考虑 f(x, y) 在 点 (0, 0) 处 
是 否 可 微 即 可 . 
X72sin 二 


£.'(0, 0) = 0) = 0) = lim 二 四 
; x—0 %-0 bb 


x—0 多 = 人 





同 理 可 得 f'(0, 0) =0. 
[f(Ax, Ay) -760, 0)] -LA (0, 0)Ax +f, (0, 0)Ay] 











由 于 lim 
Ce) V(Ax)’ + (Ay)? 
2 f(Ax, Ay) 
(Ax,Ay)—(0,0) /( Ax)” 证 (Ay)” 
1 
[(Ax) + (Ay)’ |]sin————— 
= lim (A 
(Ax,Ay)—(0,0) /( Ax)” 平 (Ay)“ 


和 二 
VCAx) +(Ay) a 


Se 
即 f(Ax, Ay) -=f(0, 0) =f£.'(0, 0)Ax +f’ (0, 0) Ay +o( MV(Ax) +(Ar)2)， 所 以 
f(x,，Y) 在 点 (0, 0) 处 可 微 . 
因此 本 题 选 D. 
注 当 已 知 二 元 子 数 f(x， y) 在 点 (wo， yo ) 处 的 两 个 偏 导数 f' (xo， yo ) =a, 








| 
lim tsin =0, 
0+ t 
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fy (Xo, yo) =b 时 ,要 判定 f(x， y) 在 点 (xo， Yo) 处 是 否 可 微 ， 可 从 计算 极限 
lim f(x, y) -f(xo0, yo0) -aAx -DA7 
(Ax,Ay)—(0,0) (Ax)?” + (Ay)” 
入 手 . 如果 该 极限 为 零 ， 则 所 xx，7y) 在 点 (xzo，》o) 处 可 微 , 且 df(x, y) | yw =adx +bdy; 
如 果 该 极限 不 为 零 ， 则 f(x,y) 在 点 (xo，yo) 处 不 可 微 . 
例 3.2.2 (单项 选择 题 ) 二 元 函数 f(x, y) 在 点 (0, 0) 处 可 微 的 一 个 充分 条 件 是 
( ): 
A.f(x,，y) 在 点 (0,，0) 人 处 连续 
B.f.'(0, 0),f'(0, 0) 都 存在 
(x,7) >(0,0) Ve ty 
D. linyfs (x, 0) =f.' (0,， 0) ， limy, 《0， 7) =f, (0， 0) 
精 解 ”由 f(x, y) 在 点 (0, 0) 处 连续 与 f'(0, 0), f,'(0, 0) 存 在 都 未 必 能 推出 f(x，y) 
在 点 (0, 0) 处 可 微 ， 所 以 选项 A 和 B 都 不 能 选 . 
现 考虑 选项 C: 
Ws A Bs AP) 高 fx, y) -1(0, 0) ,|x| 上 , 
由 lin x = im, | /x2 + yy 三 日 即 太 (0， 0) = 0. 


沿 直 线 y =0 























同 理 可 得 f'(0, 0) =0. 

Ba i A An) AO, 0) -fe(0, 0) hr 17(0, 0) hy 
(Ax,Ay)—(0,0) (Ax)? + (Ay)” 

lim AA*, Ay)-/(0, 0) -0 
(Ax,Ay) 一 (0,0) (Ax)3 + (Ay): 
从 而 fx,，Y) 在 点 (0, 0) 处 可 微 . 

因此 本 题 选 C. 

例 3. 2.3 (单项 选择 题 ) 设 二 元 函数 R(x，y) 有 连续 偏 导 数 ， 且 F(x，y) (ydx + xdy ) 为 
某 个 二 元 函数 的 全 微分 ， 则 F(x，y) 满 足 ( 到 

A. 下 (xz，yY) =F, (x%, y) B. xF, (x, y) =yF, (x, y) 

C.xFy (x, y) =yF, (x, y) D. -xF, (x, y) =yF, (x, y) 

精 解 由 于 F(x， y)(ydx +xdy) =yF(x, y)dx +xF(x, y)dy 为 某 个 二 元 函数 的 全 微 
分 ， 所 以 有 











9CxzFCY,yY)) _ OyF(x,y)) 
Ox 9y . 


即 F(x, y) tx, (x, y) =F(x, y) +yF, (x, y), 





x (x, y) =yF, (x, y). 
因此 本 题 选 B. 
例 3.2.4 设 二 元 函数 z= ( 妇 + 人 2)eraeanr，Axz=0.1，Ay =0.2， 求 dz | 10). 
精 解 ” 先 利用 偏 导 数 定义 算出 f'(1,，0)，,，f'(1,，0)， 然 后 将 Ax =0.1，Ay =0.2 代入 
dz | (于 从 =f, (1, 0)Ax +f, (1, 0)Ay 即 可 . 
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由 于 /.'(1, 0) = Jim 0 


‘ ng (1, y) -f/f/(1, 0) _. (1 +y )e “eny—l 
fy'(l, 0) -lin yl = lim 





7 一 ”0 yy 


一 arctan 学 
jime 1 a limarctan 7Y__1 | 
7 一 0 由 0 7 
所 以 ， 当 Ax =0.1，Ay =0.2 时 ， 
dz | (Li.0) = (2Ax 一 Ay) | 0 A 0 = 0. 


例 3.2.5 设 ( +xy +y)dx+(zy+ 归 +x)dy 是 二 元 函数 FAx，y) 的 全 微分 ， 求 
f(x，Y) 的 表达 式 . 


精 解 ”由 题 设 知 


fe = 和 +》 (1) 
fy =X27 + 二 X， (2) 

式 (1) 的 两 边 对 «积分 (此 时 将 y 看 做 常数 ) 得 
fw) = |) = 二 + 和 y+ p(y) (其 中 ,p(y) 是 关于 y 的 待定 函数 ). 
G3) 


式 (3) 的 两 边 对 y 求 偏 导数 得 
f=xy +x%+p'(y), 
与 式 (2) 比较 得 p(y) = 户 ， 所 以 p(y) = 地 7+C(C 是 任意 常数 )， 将 它 代入 式 (3) 得 


f(x, y) = 地 + 二 本 人 
二 元 复合 函数 偏 导 数 及 二 阶 偏 导数 的 计算 


【主要 内 容 】 


设 二 元 也 数 w=u(x,，y) ,v=v(x, YY) 在 点 (x,，y) 处 偏 导 数 存在 ， 函 数 z=f(wu, vv) 在 对 
应 点 (uw, v) 处 可 微 ， 则 复合 函数 z=f(u(x，y)，v(x，7) ) 在 点 (x,，y) 处 的 偏 导 数 存在 ， 且 
oz _ of ou If W 
OX Ou Ox Ov 0x” 
oz oou ofor 


or guoyr Ov oy 
二 元 以 上 复合 函数 的 偏 导数 也 有 类 似 的 计算 公式 . 
注 在 计算 二 元 或 二 元 以 上 复合 函数 的 偏 导 数 时 ， 应 先 画 出 复合 函数 的 关系 图 ， 然 后 按 
此 图 用 复合 函数 求 偏 导数 公式 计算 . 例如， 二 元 复合 函数 z=f(u(x，y) ，v(x) ) 的 关系 图 为 


图 -一世 
ou 
全 ~y 


~ 

















2Z 





面 x 


小 
[1 
贡 
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由 关系 图 可 见 ，z 与 x 之 间 有 两 条 通路 : 中 一 思 ，@ 一 外 ， 所 以 
Oz 0z Ou 90z 07 
= + ; 
Ox Ou OX Ov Ox 


复合 函数 /的 二 阶 偏 导数 可 以 通过 对 已 求 得 的 一 阶 偏 导数 再 求 偏 导数 得 到 ,但 当 复 合 函 
数 f 是 抽象 函数 时 ， 对 一 阶 偏 导数 再 求 偏 导数 时 总 是 认为 一 阶 偏 导 数 有 与 复合 函数 /本 身 相 
同 的 复合 函数 关系 图 . 


【典型 例题 】 


例 3.3.1 设 z=f(e*siny, 入 + 和 好)， 其 中 ， 二 元 函数 KKv，o) 具有 二 阶 连续 伍 导数 ， 求 
0z Oz 
ox” Ox0y 

精 解 由 于 w= e’sin y， v=%? 上 + 和 ， 所 以 z 与 x， y 的 复合 函数 关系 图 全 
如 图 3. 3. 1 所 示 ， 由 图 可 知 ， 0 



































0z ) Ou 100 _ wx.. 7 DR 。 
= FE +/f, pr © siny ff. + 2xf,, ee 
0°z ey 图 3.3.1 
Ox0y 9y 
of of,” 
= ercos yf, +ersin y 和 + 2x , 
0y 0y 
= ercos yf + ersiny (fo + fr oa)+ 2 (fr + fe) 
LU 90y 1 090y / 0y 0y 


(可 以 认为 f,,f,' 都 有 与 同样 的 复合 函数 关系 图 ) 
= ercos yf, +ersin y(ercos yf + 2yf) + 2x( ecos yf + 2yf,) 
= ercos yf, + esin ycos yf +2e*(ysiny + xcosy)f,” + 4xyf,”. 


例 3.3:2 这 一 并 国 函数 ==/o， 过 |， 其 中 Hu， v) 有 二 阶 连续 偏 导数 ， 求 2 , 主 训 








精 解 “ 先 算出 至 ， 然 后 计算 下 的 全 微分 ， 从 而 确定 ,2 

NX gx2 Ox XOy ee 
记 & = = 三 , 则 := 与 x,y 的 复合 函数 关系 如 图 3.3.2 所 示 . ， 
由 图 可 知 ， > 





由 此 可 得 
中 下 dy + 3 


df, -/f,d 
-fr 








和 9 训 9 ny 
i f, dy 十 Was 内 We 2 
OX y 
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_ A 
Ox” ) ax y Ox 
"0 )+ 1 /0U | 


n Ou ( 
= + 一 [六 十 户 7 
» [a Ox fy Ox y hy Ox vv Ox 








1 


= ye + L(+ | 


_ 21 I 1 1 
= wt Ww + fm 


Oz pa ds oy 
f, zy + 小 十 
OX0Y y Oy y 9y 


Ou 
一 u 生 ( 4 5 十 er ) + es ( Ee ; 9 
/ ah J / y / ) y y fe, 0y VU Oy 





站 用 % Lh 1 Mm % mm 
8 十 yy fx uu 2 uv 一 (s uv 2 vv ) 
少 4 4 


1 
u Fh 十 区 XN fy 也 本 








注 在 同时 计算 二 元 复合 函 a 让 ,v(x 让)) 的 总 ,总 时 ， 可 利用 全 微分 形 





式 不 变性 ， 从 计算 dz 入手 较为 快捷 ， 同样 在 同时 计算 3, 二 六 时 ， 可 从 计算 ( 宪 ) 入 手 , 


例 3.3.3 设 f(u, v) 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ， 且 满足 信 +f=1, 义 g(x, y)= 
A» 5(* -7)), 求 gv+gy. 

精 解 ” 先 算出 g ，gy，， 然 后 利用 所 +f,=1 计算 gv +gy. 

仿古 ay = 可 ( 安 -六 ) ， 则 g(x，y) 的 复合 函数 关系 如 图 3. 3. 3 所 示 . 


于 是 由 dg(zy) = df(u,0) = fidu +fyd ,一 : 
一 ~y 
= f(ydx + xdy) +f,' (xdx -ydy) I 
= (yf + fs ) dx + (Xf -yf ) dy ~y 
4 日 a 六 , pi 1 / 
可 Bx =f, + af, ? By = ML yf 图 3.3.3 
of,” of 
从 而 gx = J + 万 py 
Ox Ox 


nm Ou 


Ov / ou Ov 
_ fe)+f + 
7 (fi Ox J Ox / fu Ox vv Ox 
=f, + yf + Afis) + (Wf + fy) 


i 六 
=f, + yf +2xyfy + x fy, 


5 of ， af, 
二 区 -f, -YY 一 
y 9y 
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= 一 请 + 人 "ou | "2)-y( Wh | 


Ww gy “ww oy way woy 
= 一 万 Txt 入) -了 -Yr) 
= 一 记 + rf 2202 二 入 
由 此 得 到 
8 二 (和 人) 的 ) = +y 
(利用 题 设 f/+f%=1, 即 f%+f%=1). 
例 3.3.4 设 二 元 函数 w=u(x，y) 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 ， 并 满 旦 9 汪汪 =0, 上 有 


u(x, 2x) =%, u(x, 2x) = 求 u (x, 2x), ud (x, 2x). 
精 解 ” 先 计算 du,' (x， 24) 得 到 一 个 关于 uw (x%，2x) 与 u(x，2x) 的 关系 式 ， 再 由 
u(x%x，2x) =x 得 到 另 一 个 关于 ww (x，2x) 与 w(x，2%x) 的 关系 式 . 
由 于 ds (x, 2x) =u (x, 2x) dx tu (x, 2x) * 2dx 
=[u (x, 2x) +2ud (x, 2x) ] dx， 
另 一 方面 ， 由 题 设 w,'(x，,，2x) =x? 得 du, (x，2x) =2xdx， 所 以 
ul (x, 2x) +2uY, (x, 2x) =2x. (1) 
对 u(x，2x) =x 两 边 求全 微分 得 
u(x, 2x) dx +2u, (x, 2x)dx =dx, BD w(x, 2x) +2u (x, 2x) =1. 
上 式 两 边 对 x 求 偏 导数 得 
ur (x, 2x) 0 2x) +2uY (x, 2x) +4u (x, 2x) =0， 
即 Su (x, 2x%) +4uv (x, 2x) =0 (2) 
(由 于 w 有 二 阶 连续 偏 导 数 ， 所 以 w=w*， 此 外 由 题 设 知 wy = 


将 式 (1) 和 式 (2) 联 立 得 xx (*，2x) = -Sx 从 而 由 式 (1) 得 ww (>*，2x) = 之 x 


二 元 隐 范 数 偏 导数 及 二 阶 偏 导 数 的 计算 


【主要 内 容 】 


1. 二 元 隐 函 数 偏 导数 的 计算 
设 二 元 函数 z=z(x,y) 由 方程 F(x,，y，z) =0 确定 ， 则 称 z=z(x, yy) 是 二 元 隐 冰 数 . 
它 的 偏 导数 可 按 以 下 步骤 计算 ; 
(1) Ce 注意 z 是 关于 x ee 元 函数 ) 得 


F(x,y,z) 十 Fe(asy,a) 训 一 = = 0( 或 F(x,y,z) 十 下 (YY Z) 国 0); 


2 
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注 关于 方程 f(x,，y，z) =0 确定 隐 哨 数 z=z(x, y) 有 以 下 的 隐 函 数 定理 . 

设 F(*，y，z) 在 点 (xzo，y0 ，20) 的 某 个 邻 域内 有 连续 偏 导数 ， 并 且 F(xo,， yo，z0) =0， 
F(xo，Yo，z0) 关 0， 则 方程 F(x,，y，z) =0 在 点 (xo，yo，z20) 的 某 个 邻 域 内 确定 唯一 的 具 
有 连续 偏 导 数 的 函数 z =z(x， y) ， 它 还 满足 zo =z(x0， Yo) 及 F(x， y, z(%, y))=0. 

2. 二 元 隐 函 数组 偏 导 数 的 计算 


F(x v) =0 
设 一 元 函数 u(x，y)， v(x，y) 由 方程 组 7?) 0 确定 ， 称 w=w(w，y) 和 


G(x%, y, u, V) = 
) =2(x*，y) 是 一 组 二 元 隐 函 数 ， 它们 的 偏 导数 可 按 以 下 步骤 计算 : 
(1) 所 给 的 每 个 方程 两 边 都 对 x( 或 y) 求 偏 导数 ( 此 时 应 注意 z 是 关于 x,y 的 二 元 函数 ) 








得 
/ OU ) Ov 
F(x,y,u,v) a (xy 2) + h(x,y,u,v0) =0 
Ox Ox 
G, (X,Y, U,V) + C， ‘(wys 30) ou i. (x3ys us0) 到 =0 
F(x,y, u,v) 后 Fo (xy uw) 到 本 (wy ,us0) 5 一 = 0 
G,(%3ys4,0) + Ge (nsy st,0) 呈 se 
小 
Bu pf au 时 组 即 得 到 如 [或 红 多 
(2) 解 以 3, 下 ( 或 9， | 
二 口 F(x, y 》， &， v) = 0 0， jg 机 y 
注 关于 方程 组 确定 一 组 隐 函 数 w=(x, y), v=v(x, y) 有 以 下 的 
G(x, yy,， U,V =0 
隐 函 数 定理 : 
设 F(x， 》， Uu, v) 和 G(x, 》， u, v) 在 点 (xo， y0， Ug, vo ) 的 某 个 邻 域内 有 连续 偏 导数 ， 
FF FF, 
又 下 (x0， Yo0,， Uo，, vo ) = G(xo, Yo0， Uo，, vo ) =0, 且 GC! GC 天 0， 则 方程 组 








(x0,y0,u0,v0) 
F(x, y, wu, v) =0，，、 区 
确定 唯一 的 一 组 具有 连续 偏 导数 的 函数 w=u(x*，y) ,v=v(x*，y) ,它们 

G(x, y, u, v) =0 
还 满足 uo = u(xo， yo ) ， vo =v( xo, yo) 及 F(x, 》， u (%, 7 ) ， 2( YX， y)) 三 0， G(x%, 》， 
u(x, y), v(x, y))=0. 

3. 二 元 隐 函 数 二 阶 偏 导数 的 计算 

二 元 隐 范 数 的 二 阶 偏 导 数 ， 可 以 对 已 求 得 的 一 阶 偏 导 数 再 求 偏 导数 得 到 . 


【典型 例题 】 


例 3.4.1 设 二 元 函数 z=z(x, yy) 由 方程 z + lnz - 矿 esin Pd = 0 确定 ， ee 


Ox 97 
精 解 ” 所 给 方程 两 边 求全 微分 得 


z+l1 
Zz 


dz ~e™ sin x + 2xdx +e’sin y2dy=0， 





第 三 章 ”多 元 函数 微 积分 学 过 
141 








2 
2xzex sin x Zey sin 
d dy. 








有 = 
; z+l ~ 2 十 1 
Es  ， 4 
所 以 ， 0z _ 2Xze” sin x , 
Ox z+l 
0z _ _ ze’sin 7 
Oy z+l1 


注 ”由 于 本 题 需 计算 党 , 绽 , 所 以 不 是 从 对 所 给 方程 两 边 分 别 求 关于 和 关于 y 的 偏 导 


数 入 手 ， 而 是 从 对 所 给 人 
例 3.4.2 设 二 元 函数 z=z(*，y) 由 方程 f(x+y, y+z) =0 确定 ， 其 中 ， 也 数 f(u, v) 
具有 二 阶 连续 偏 导 数 ， 且 f,' 关 0. 求 z4. 
精 解 ”由 二 元 隐 函 数 求 偏 导数 的 方法 先 算出 zx" ， 然 后 计 z. 
记 w=x+y, v=y+z， 在 所 给 方程 两 边 对 x 求 偏 导数 得 
fo 


























fo +f,z. =0, Bh z= Sp (1) 
fo of ,fy 
月 i Of _ y Ox 4 Ox 
于 是 了 2 全 区)=- (6 > 
/ I Ou I 0v / I 0 I Ov 
_ nh ( uu En oy oe) ( vu 二 vv 2 
Go) 
人 
(7 
和 
(f,)° 
UE A / 1 J 
A RA ME A + -|(-) 
CO 
en 
Ch 
ns 2 = (Wy) 
例 3.4.3 设 y=y(x), z=z(x) 是 由 方程 组 人 _0 哎 定 的 隐 冰 数 ， 其 中 f, FF 


分 别 具 有 连续 的 导数 和 连续 的 偏 导数 ， 求 9 
精 解 ” 所 给 的 各 个 方程 两 边 都 对 * 求 导数 得 
dz _ - dy 
qr /ty (+ 到 


/pdy pdz_ 
2 7 下 二 了。 0 
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de pdy ， 
即 dx xf dx =f+2%f > 
,dz :dy / 
有 
解 此 方程 组 得 


dz _ -Xf Fe + (f+af')PF, 
dx F, +af PF, , 
例 3.4.4 设 二 元 函数 7 了 =f(u,v) 有 二 阶 连续 偏 导数 ，u =u(x) ,v=v(x,y) 是 由 方程 
组 





eu=0, 
(ea 
)， 


2 
确定 的 一 组 二 元 隐 函 数 ， 求 “5 
NX 











精 解 了 与 x，y 的 复合 函数 关系 如 图 3.4.4 所 示 ， 所 以 ， 人 
7 
0 了 , du , 07 x 
Ox sh dx th Ox 0) SM 
方程 e“ -wu = 0 两 边 对 x 求 导 数 得 图 3.4.4 
i dx du _ du _ ue™w 到 
(. + 时) dx 0， 即 dx 1 一 Xe 和 本 1 一 XI (2 


方程 | efdt + y + "= 0 两 边 对 x 求 偏 导数 得 



































e+ 吧 =0， 即 时 = (3) 
将 式 (2) 和 式 (3) 代入 式 (1) 得 
oT ) uz , x2 
Ox Ta 
07T 9 f 2 
所 以 ,= - 户 :o2 
gx2 Ox fn 1l_-xu J 
du | | 
af, 2 a ul -xu) tu W + % 4 本 
ox 1-xu “" (1 — xu)? Ox 
2 
3 . 2 + (w+ ) 
moau m ov { 二 
三 十 
(2 d + fi 2 一 xu hi (1 — xu)? 
0 0 
2 \2 2 0 2 
| ) 一 2 一 we EE 
] -xu 1 -xu 
3 Xu | 
| 2xer 
i (1 -xu)’ 办 2 
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多 元 函数 极 值 的 计算 


【主要 内 容 】 


1. 二 元 函数 极 值 的 定义 

设 二 元 函数 f(x, yy) 在 点 (xo，Yo) 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 如果 在 此 邻 域内 对 任意 
(x%, y) (Xo, yo) 都 有 

flx, y) <f(xo, yo) (或 f(x, y) >f(xo, yo0)), 

则 称 扩 xo，yo) 是 fx，y) 的 一 个 极 大 值 (或 极 小 值 )， 称 (xo，yo) 为 Ax,y) 的 极 大 值 点 (或 
极 小 值 点 )， 极 大 值 与 极 小 值 总 称 极 值 ， 极 大 值 点 与 极 小 值 点 总 称 极 值 点 . 

2. 二 元 函数 极 值 存在 的 必要 条 件 

设 二 元 函数 所 x，y) 在 点 (xz ，yo) 处 有 偏 导 数 ， 则 它 在 点 (zxo，y ) 处 取得 极 值 的 必要 条 
件 为 

f(xo, yo0) =0 有 f(xo, y0) =0 

( 称 满足 f(x, y) =0 且 /f(x,y) =0 的 点 (x0，Y0) 为 x， 7Y) 的 驻 点 ). 

注 ”函数 极 值 的 必要 条 件 可 以 推广 . 

设 二 元 函数 所 <，y) 在 点 (mm ，yo ) 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 则 它 在 点 (mm，yo ) 处 取得 极 值 
的 必要 条 件 为 





f (xo, yo) =0( 或 不 存在 ) 且 f'(wo， yo ) =0( 或 不 存在 ). 

由 此 可 知 ， 对 于 二 元 函数 儿 x，y) ， 它 的 可 能 极 值 点 来 自 三 个 方面 : 

(Ci ) 使 请 (zx，7)， 廊 (z，7) 都 为 堆 的 点 ; 

(二 ) 使 请 (zx，7y) 为 零 而 六 (x*，y) 不 存在 或 者 使 户 (*，y) 为 零 而 上 (*，y) 不 存在 的 点 ; 

(这 ) 使 (x,，y) ,f(x，y) 都 不 存在 的 点 . 

3. 二 元 函数 极 值 的 充分 条 件 

设 二 元 函数 用 x,，y) 在 点 (xo，Yo) 的 某 个 邻 域内 有 二 阶 连续 偏 导数 且 

f. (xo, Yo) =f) (xo, y0) =0. 

记 4=f% (x0, Yo), B=f%, (%o, y0)， C=fy, (xo, yo) ， 则 

(1) 当 4C-B?>0 时 , f(xo， 加) 是 所 xz，y) 的 一 个 极 值 ， 且 当 4 >0 时 ， 是 极 小 值 ， 当 
4<0 时 ， 是 极 大 值 . 

(2) 当 4C -有 <0 时 ,f(xo，Yyo) 不 是 极 值 . 

(3) 当 AC-B? =0 时 ,f(xo。，%o) 是 否 为 极 值 需 具 体 讨论 (一 般 地 ， 通 过 极 值 的 定义 讨 





论 ). 
4. 二 元 函数 极 值 的 计算 步骤 

二 元 函数 所 xz，y) 的 极 值 可 按 以 下 步骤 计算 : 

(1) 确定 用 x，,，y) 的 定义 域 D( 设 f(x, y) 在 D 上 有 二 阶 连续 偏 导数 )，; 

(2) 计算 x, y) 在 DP 上 的 所 有 驻 点 ， 记 为 (x ,1)， (zy, 72)， (Xi, yn); 

(3) 逐一 判断 各 个 驻 点 是 否 为 极 值 点 ， 如 果 是 极 值 点 ， 则 同时 确定 其 是 极 大 值 点 还 是 极 
小 值 点 ， 并 求 出 对 应 的 极 大 值 或 极 小 值 . 
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【典型 例题 】 





例 3.5.1 (单项 选择 题 ) 已 知 二 元 函数 FLx，7y) 在 点 (0，0) 的 某 个 邻 域内 连续 ， 且 
lim a 则 ( ). 


(zy) 一 (0,0) (2 十 Y 站 

A. (0, 0) 不 是 f(x，y) 的 极 值 点 

B. (0, 0) 是 fx， yy) 的 极 大 值 点 

C. (0, 0) 是 f(x,y) 的 极 小 值 点 

D. 无 法 判定 (0，0) 是 否 为 Kx*，7y) 的 极 值 点 

精 解 ”可 由 二 元 函数 极 值 的 定义 进行 判定 . 
由 题 设 知 ， 在 点 (0，0) 的 充分 小 邻 域内 有 
fx, y) =xy+ (x +y) to (x + )"). 

由 此 可 知 ， 在 点 (0,0) 的 充分 小 邻 域内 ， 存 在 使 Ax,y) >0 的 点 ,也 有 使 f(x,，y) <0 的 
点 ， 所 以 ，(0, 0) 不 是 用 x，y) 的 极 值 点 . 

因此 本 题 选 A. 

例 3.5.2 求 二 元 函数 z=x4 +y 一 x? -2xy 一 yy 的 极 值 . 

精 解 ” 二 元 函数 在 整个 x0y 平面 上 有 定义 ， 且 在 其 上 有 二 阶 连续 偏 导 数 ， 

z, =4x’ -2x —2y, 2 =4y’ -2x -2y, 
A(x, y) =zr=12x* -2, B(x, y) =2z%= -2, C(x, y) =z% =12y 一 2. 


方程 组 人 即 | ， “的 第 一 个 方程 址 去 第 二 个 方程 得 y =x 将 它 代入 第 
2 =0, \4y =2X =27= 
一 个 方程 得 
42 -4x =0, 即 x= -1，1，0. 
对 应 地 有 y= -1，1，0.， 所 以 f(x,，y) 有 驻 点 
(-1, -1), (1, 1), (0, 0). 
由 于 4( -1，-1) =10>0, 且 (4C- 忆 ) |(_1 0 =96>0, 所 以 z( -1，-1) = -2 是 
极 小 值 ， 同样 zx(1，1) = -2 也 是 极 小 值 . 
由 于 (4C -= 及) | oo =0， 所 以 需 用 其 他 方法 讨论 z(0,0) 是 否 为 极 值 ， 因 为 z=x* + 
和 4-(x+y)2 ,所 以 在 点 (0，0) 的 充分 小 去 心 邻 域内 ， 当 * +y=0 时 , z >0; 当 x+y 关 0 时 ， 
z<0， 因 此 z(0, 0) 不 是 极 值 . 
例 3.5.3 求 二 元 函数 Kx，y) =x (2+y) +ylny 的 极 值 . 
精 解 fx， y) 在 其 定义 域 y>0 上 二 阶 连 续 可 导 ， 且 
f(x, y) =2x(2 十 入 和 (x, y) =2x2y+lny+l， 
Alx, y) = 所 (x, y) =4+2y, B(x, y) =f%=4xy, C(x, y) -2 + 
/ 2 一 
方程 组 | (x, y) =0， 有 > +y ) =0， 
f' (x, y) =0， 


知 f(x， )) 有 唯一 驻 点 [ 0， !) 


2x2y+lny+1l=0 





由 于 4 0， 荆 ]=4+ 半 >0， (AC-B)| (6+)=2e(2+ 吉 >0, 所 以 s(0， 人 -二 是 
© e oe e c - 


f(x，y) 的 极 小 值 ，f(x，y) 无 极 大 值 . 

例 3.5.4 设 二 元 函数 z=z(x, y) 由 方程 2x? +y +z +2xy -2x -2y-4z+4=0 确 定 ， 
求 z=z(x, yy) 的 极 值 . 

精 解 ” 本 题 的 z=z(x,，y) 虽 然 是 二 元 隐隐 数 ， 但 它 的 极 值 的 计算 方法 与 二 元 显 函 数 z = 
f(x，Y) 相 同 . 

所 给 方程 两 边 分 别 对 x，y 求 偏 导数 得 



































Oz I 0 11-—-2%=7 
4x + 22 3 +27 多 4 和 =0， 即 ee ZI (1) 
9z _ I_4 2 _1-x-y 
i 2 人 即 Dy (2) 
0 
ox ”fl -2x-y=0,, a 
由 1” 。 即 [ 0 "得 zx=0，y=1， 对 应 的 函数 值 为 == 1，3. 
巡 -0 a 
07 
由 式 (1) 和 式 (2) 得 
-2(z -2) - (1 -2x-y) 尘 
Mt - 
Ox (z -2) 
9 
富生 
BC S = 5 
Ox0Yy (z 一 2) 
9 
Ry 人 六 
C(x,y) = = 
(%,y) i a 
PE We | 
ox 9y 
A(0, 1) =2>0, (AC-B) | on =2 .1-1=1>0， 


所 以 z=z(x， y) 在 点 (0， 1) 处 取 到 极 小 值 z = 1. 





0 es 二 本 此 时 
ox 9y 


A(0, 1) = -2<0, (AC-B2) lo =(-2).(-1)-(-1)2=1>0， 
所 以 z=z(x, yy) 在 点 (0,1) 处 取 到 极 大 值 z=3. 
注 ”由 式 (1) 和 式 (2) 可 知 ，z =2 也 可 能 是 z=z(x, yy) 的 极 值 ， 由 于 z=2 时 ， 所 给 方程 
成 为 
2x +y +2xy -2(x+y) =0, 即 x +(x+y-1)”=1. 
由 此 可 知 ，z =z(x, y) 在 曲线 x + (x+y-1)”=1 上 取 值 为 2， 从 而 z=2 不 可 能 是 z= 
z(x,y) 的 极 值 . 
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多 元 函数 条 件 极 值 的 计算 


【主要 内 容 】 

1. 二 元 函数 情形 

二 元 函数 f(x，y) 在 约束 条 件 p(x，y) =0 下 的 极 值 ， 称 为 条 件 极 值 ， 其 中 ，F(x，y) 称 
为 目标 函数 . 

设 f(x, y),， p(x, y) 都 具有 二 阶 连续 偏 导 数 ， 则 上 述 的 条 件 极 值 可 利用 拉 格 朗 日 乘 数 
法 计算 ， 具 体 步 又 如 下 : 

(1) 作 拉 格 朗 日 函数 PFCx，y，A) =Kx，y) +Ao(x，y)( 其 中 ，A 是 非 零 常 数 ). 

(2) 求解 方程 组 

oF _ 


Ox a 

oF 

FP 
p(x,y) = 0. 


(3) 检验 .上述 方程 组 的 每 个 解 都 是 f(x，y) 在 约束 条 件 p(x，y) =0 下 的 可 能 极 值 点 ， 
逐一 检验 f(x，y) 在 各 个 可 能 极 值 点 处 是 否 取 到 极 大 值 或 极 小 值 ， 通 常 条 件 极 值 问题 中 计算 
的 是 最 值 ， 它 可 按 以 下 方法 直接 得 到 : 

如 果 只 有 一 个 可 能 极 值 点 (2 ,yi )， 则 (xi， Yi) 就 是 f(x, y) 在 g(x, y) =0 下 的 最 
值 ， 至 于 是 最 大 值 还 是 最 小 值 可 按 问 题 的 实际 意义 确定 ; 

如 果 有 可 能 极 值 点 (zi, 71)，(x2 ,72)，…，(x,，Ys)， 则 

f(x, 7Y) 在 p(x, y) =0 下 的 最 大 值 = max {f(xi， 71), fxs, 72), 77, fxn, yn)|, 

flx, y) 在 op(x， y) =0 下 的 最 小 值 = min {f(xi， 71), fxo, 72), ， fxn, Yn)). 

2. 三 元 函数 情形 

三 元 函数 Kx，y，z) 在 约束 条 件 op(x*，y，z) =0 或 ol(x，y，z) =0 与 o(x*，y，z) =0 
下 的 极 值 称 为 条 件 极 值 ， 其 中 ,所 zx，y，z) 称 为 目标 函数 . 

设 风 zx，y，z) ，p(x，y，z) ，p1(Y，y，z) ，92(Y，y，2) 都 具有 二 阶 连续 偏 导数 ， 则 上 
述 的 条 件 极 值 可 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 计算 ， 具 体 步 骤 如 下 : 

(1) 作 拉 格 朗 日 函数 

"(x,y,z,A) = f(x,y,z) + Ap(x,y,z) (A 是 非 零 常数 )， 
或 G(x yy ,zyAM) = f(x,y,z) +Api(xy,z) + MP2 (XY,z) (A 是 不 全 为 零 的 常数 ). 

(2) 求解 方程 组 
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6 








oF -0 Ox = 
Ox i 
空 = 0， 
人 = 0， | 
. 或 0C -0 
史 -0 bz 
gz 
Pp1 (X,Y,z) = 0， 
p(x,y,z) = 0， 
py (X,Y ,2) = 0, 


(3) 检验 ， 与 二 元 函数 情形 相同 . 
【典型 例题 】 


例 3.6.1 (单项 选择 题 ) 设 f(x,，y)，wp(x, yy) 都 是 可 微 函数 ， pg, (x, y) #0. 已 知 
(xo， Yo) 是 f(x，y) 在 约束 条 件 g(x,，y) =0 下 的 一 个 极 值 点 ， 则 下 列 选项 中 正确 的 是 
( ). 

A. 大 f(xo， y0) =0， 则 f(xo， yo) =0 

B. 若 f'(xo， y0) =0， 则 f(xo， yo ) #0 

C. 若 人 (xo， y0) #0, 则 f(xo， y0) =0 

D. 若 记 (xzo， yo ) #0, 则 f(xo， yo ) #0 

精 解 ” 利 用 拉 格 衣 日 乘 数 法 可 得 正确 选项 . 

记 FCx，y，A) =f(x,，y) +Ap(x,，y)， 并 记 对 应 点 (xo，yo) 的 A 值 为 XA。， 则 由 题 设 知 
(xo， yo) 是 人 x, 7) 在 g(x,y) =0 下 的 一 个 极 值 点 ， 所 以 

F(xo, yo, Ao) =0， 即 fe (xo, yo0) +Aope' (Xo, yo0) =0， 
F(xo, yo， Ao) =0， fy (xo, yo0) + Aop, (xo, yo0) =0. 
消去 其 中 的 Mo 得 ,所 (xo， y0) py (Xo, y0) -fy (xo, yo) pe (Xo, y0) =0. 

由 此 可 知 ， 当 f'(xo， yo) 关 0 时 ， 由 9 (xo ， y0) 天 0 得 f(xo， y0) #0. 

因此 本 题 选 D. 

例 3.6.2 求 二 元 函数 z=x? +y +5 在 约束 条 件 y=1-x 下 的 极 值 . 

精 解 ” 由 于 是 计算 z 在 y=1 -x 下 的 极 值 ， 所 以 将 y=1 -xx 代入 z， 转 换 成 一 元 函数 ， 
再 计算 极 值 . 

将 y=1-x 代 和 人 z 得 





z= 米 +(1-x) +S=2x -2x+6. 


四 
2 
由 于 虹 =4 4- 二 有 =0，# = 二 所 以 a=22? -24 +6 在 += 目 处 取得 极 小 信 ， 因此， 一 
和 
2 





>0， x > 


元 函数 :=x2 +72+5 在 约束 条 件 y=1 -x 下 有 极 小 值 z 二 ， 二 = 呈 ， 无 极 大 值 ， 
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例 3.6.3 求 二 元 函数 f(x， y) = 五 (2x+37 - -6) 在 约束 条 件 x* +4y” =4 下 的 极 值 . 


精 解 ”用 拉 格 明日 乘 数 法 求解 . 
记 F(x, y, A) =f(x, y) +Ap(x，y)( 其 中 ，p(x，y) =x? +4y” -4) 


-五 (2x +3y -6)2+A(Oz +4 和 一 4) ， 





则 羽 ; =- 生 (2x +3y -6) +2Ax， Fy, -号 (2x +3y -6) +8Ay， 于 是 方程 组 


4 
本 13(2* +37 -6) +2Ax =0， 4 
F,'=0, 下 (2) 
13 
p(x, y) =0 
x2 +4y’ =4. (3) 


由 式 (1) 和 式 (2) 消 去 得 y= 证 <， 代 人 入 式 (3) 得 t= + ,y= + 于， 即 几 x，y) 在 约束 条 件 





8 

5 

p(x， 7) =0 下 的 可 能 极 值 点 为 | 4， 于 j 和 |[ -号 ，-3 子 } 
下 面 判别 它们 是 否 为 极 值 点 . 


忆 +4y? =4 的 两 边 对 x 求 导 得 中- = 


人 言 (2x +3y- -6) [2+3 于 ] 








dx 


言 (2x 0 ( -a 
4y 
2/7 3x* 9x 
和 + 至 


2 d d 
dr 217 3 [2% - x 业 sr- 2 
Ed ? 














dx 27 2 
由 此 得 到 
a = 言 ( 卫 - _136 
| 
至- - 子 
a -2 (3 136 | 
J 二 < 





所 以 , f(x，y) 在 约束 条 件 pg (%， y) =0 下 ,有 极 小 值 了 | 3, 子 )= 十 ， 有 极 大 值 


s 3.12 
a J 
例 3.6.4 将 正 数 a 分 为 三 个 小 正 数 之 和 ,使 它们 的 乘积 为 最 大 ， 求 这 三 个 小 正 数 . 
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精 解 ” 设 三 个 小 正 数 为 x，y，z， 则 本 题 即 为 在 约束 条 件 x +y+z=a 下 计算 三 元 函数 
z=xyz(0 <x<a, 0<y<a,0<z<a) 的 最 大 值 ， 故 可 应 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 

i 记 F(x, y, z, A) =xyz +A(x+y+z—a), 
则 FF" =yz+A， FF, =xz+A, FP, =xy +A. 于 是 方程 组 


fF, =0， yz + 和 A =0, (1) 
F,'=0, 即 4 如 +A=0， (2) 
=0, xy 十 人 =0， (3) 
xX+y+z=a NX+y+z= 0. (4) 
由 式 (1)、 式 (2) 和 式 (3) 知 x=y=z. 将 它 代 入 式 (4) 得 x=y=z= 3 了， 即 xyz 在 


5+7+3=a 下 只 有 一 个 可 能 极 值 点 | 4， 全 ,全 
由 于 现在 要 计算 的 是 约束 条 件 下 的 最 大 值 ， 因 此 它 必 在 { 竺 ， 全 ,全 | 处 取 到 ， 即 乘积 
为 最 大 的 三 个 小 正 数 应 都 为 4 


例 3.6.5 求 二 元 函数 g(x*，y) = V5x? -8xy+5y 在 约束 条 件 x ?+y -xy=75 下 的 最 大 
值 . 

精 解 ” 本题 应 使 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求解 ， 但 函数 g(x，7y) 的 表达 式 比 较 复 杂 ， 不 易 求 
解 ， 所 以 需 对 目标 函数 作 些 转 换 . 


考虑 F(x，y) ， 并 将 避 + 谊 - 雪 =75 代入 化 简 ， 由 此 得 到 的 目标 函数 记 为 A(x，y)， 
显然 在 x + 六 -xy =75 下 g(x,，y) 与 h(x,，y) 有 相同 的 最 大 值 点 
Sa 125 -xy， 所 以 作 拉 格 朗 日 函数 




















由 于 h(x, yy) =3 (5 -Bry +5y?) 


x2 + yxy =7 
H(x, y) = (125 -xy) + 和 (x + yy —xy —75), 
则 瓦 '=2Ax-(1+A)y, 瓦 "=2Ay-(1+A)x， 于 是 方程 组 


H,' =0， 2AMx-(1+A)y=0， (1) 
H,' =0， 即 42Ay-(1+A)x=0， (2) 
t+ -xy =75 w+ -y=75. (3) 


式 (1) + 式 (2) 得 (A -1)(x+y) =0, 即 和 A=1, x= 一 y. 
当 和 A =1 时 ,由 式 (1) 得 x =y， 代 入 式 (3) 得 x=y= +5V3; 当 x= -y 时 ,代入 式 (3) 得 
xx = -y= +5， 于 是 在 约束 条 件 x? +y? -xy=75 下 ,h(x,y) 的 可 能 极 值 点 为 
Mi(5Y3, S53), M( -5v3, -53), Mi(5, -5), Mi( -5, 5). 
由 于 h(5y3, 5v3)=h( -5y3, -5y3)=50, h(5, -5)=h( -5, 5)=150, 
所 以 g(x，y) 在 约束 条 件 x* +y -xy=75 下 的 最 大 值 为 e( -5, 5) =g(5，-5) =15 2. 
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多 元 连续 函数 在 有 界 闭 区 域 上 最 值 的 计算 
【主要 内 容 】 
1. 二 元 情形 


设 二 元 孔 数 f(x,，y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ， 则 它 在 D 上 必 能 取 到 最 大 值 与 最 小 值 ， 当 
f(x, y) 还 在 D 的 内 部 可 微 时 ， 则 最 大 值 与 最 小 值 可 按 以 下 步骤 计算 . 

(1) 计算 x, y) 在 D 的 内 部 的 所 有 可 能 极 值 点 ， 记 为 (x1, 7)，(x2, 72)， (Xi， 
Yn) 

(2) 计算 x, y) 在 D 的 边界 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 分别 记 为 My，m， 其 中 全 ，m 
可 以 把 边界 方程 代入 /f(x,y) 转 化 成 一 元 函数 最 值 问题 计算 ,也 可 以 把 边界 方程 作 约 束 条 
件 ， 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 计算 . 

(3) 比较 fx， 加) xz 82) f(x， 9);)，Mi，mi， 其 中 最 大 者 即 为 用 x，y) 在 
D 上 的 最 大 值 ， 最 小 者 即 为 f(x，y) 在 D 上 的 最 小 值 . 

2. 三 元 情形 

设 三 元 函数 J(x，y，z) 在 有 界 闭 区 域 0 上 连续 ， 则 它 在 QQ 上 必 能 取 到 最 大 值 与 最 小 值 ， 
当 f(x, y, z) 在 Q 内 部 可 微 时 ， 其 最 大 值 与 最 小 值 的 计算 方法 与 二 元 情形 相同 . 


【典型 例题 】 


例 3.7.1 求 二 元 函数 J/(x,，y) =x* +2y -xy 在 闭 区 域 D=|(x, y) | x +y 三 4,，y 宇 
01} 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

精 解 ” 先 计算 x,y) 在 D 内 部 {(x, y) 1 w+y <4,y>01 的 所 有 可 能 极 值 点 . 

f=0, (2x -2xy’ =0， 

必 方 程 有 
解 方程 a 0 ,0 
可 能 极 值 点 为 (V2, 1),，( -2，1). 

下 面 计算 f(x, y) 在 D 的 边界 C 上 的 最 值 . 

C 由 Cl: x +y =4( -2<x<2, y=0) 和 CC,: y=0( -2<x<2) 组 成 . 

在 Cl 上 , f(x, y) =x +2(4 -x ) -x (4—-x’) 


得 x = + 上， y=1， 所 以 f(x, yy) 在 D 的 内 部 的 所 有 





-57+8 (+ 站 


下 
所 以 J(x，y) 在 C1 上 的 最 大 值 为 8( 即 ([**- 子 ] + 工 在 *=0 处 的 值 )， 最 小 值 为 了 


(er(e -+ 了 在 = * /At 的 和] 
在 C 上 , Kx，7y) =x( -2<x2)， 所 以 x, yy) 在 C, 上 的 最 大 值 为 4， 最 小 值 为 0. 
由 此 可 知 ,f(x,y) 在 C 上 的 最 大 值 为 8， 最 小 值 为 0. 
由 于 (V2, 1), f( -1)，8，0， 即 2，2，8，0 中 最 大 者 为 8， 最 小 者 为 0， 所 以 ， 
f(x, )) 在 D 上 的 最 大 值 为 8， 最 小 值 为 0. 
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例 3.7.2 求 二 元 函数 J(x,，y) =3x* +3y -x 在 有 界 闭 区 域 D=|(x+y)1x+y1， 
x 宇 0,y 宇 01 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

精 解 ” 先 计算 Hx, y) 在 D 内 部 | (x, y)1x+y<1, x>0, y>01 的 可 能 极 值 点 ， 解 方 
各 组 | us wm 区 
f, =0, 6y=0 
(0, 0) 和 (2, 0). 显然 它们 都 不 在 D 的 内 部 ， 即 在 D 的 内 部 A 作 x，y) 无 可 能 极 值 点 

下 面 计 算 (x, y) 在 D 的 边界 C 上 的 最 值 ， 显 然 它 的 最 大 值 、 最 小 值 即 为 f(x, y) 在 D 
上 的 最 大 值 、 最 小 值 . 

边界 C 由 三 部 分 组 成 , 即 :x+y=1(0<x<1); 了 II:; y=0(0<x<1); 亚 : x=0(0= 
y1). 

在 T 上 ,y=1 -x， 所 以 

flx, y) |1 =3x +3(1 -x) -x =3 -6x+6x -x w(x) (0<x<1). 

由 于 pg'(x) = -6+12x -3x2 = -3(x? -4x +2) 在 (0，1) 内 有 唯一 实 根 x=2 -2， 所 以 o(x) 
在 [0，1] 上 的 最 大 值 为 maxlp(2 -v2), pg(0), gp(1)) =maxl7 -4v2,，3,2| =3， 最 小 值 
为 mnlp(2-v2)，p(0)，p(1) =min{7 -4v2, 3, 2) =7 -42. 

在 上, y=0， 所 以 

f(x, y) | 1 =3x -x p(x) (0<x<1). 

由 于 gpg1'(x) =6x -3x =3x(2-x) >0(0<x<1l1)， 所 以 wm (x) 在 [0, 1] 上 的 最 大 值 为 
pi1(1) =2, 最 小 值 为 wj(0) =0. 

在 亚 上 ,xx =0， 所 以 

flx, y) [n=37 p(y) (0<y<1). 

显然 ，p,(y) 在 [0, 1] 上 的 最 大 值 为 p,(1) =3， 最 小 值 为 8,(0) =0. 

综 上 所 述 , f(x, y) 在 C 上 的 最 大 值 为 max13，2，31 =3， 最 小 值 为 min17 -4 2,0， 
0} =0， 从 而 Ax, y) 在 D 上 的 最 大 值 为 3， 最 小 值 为 0. 

例 3.7.3 求 二 元 函数 所 xz，y) =x* +y 在 闭 区 域 D= | (x, y) | (x-V2)*+(y-2) "= 
9| 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

精 解 ” 先 计算 f(x,，y) 在 D 的 内 部 | (x，y) | (xz -2) + -2) <9| 的 极 值 点 . 

2x 


“=0， 一 
人 方程 组 | 0 好 (得 x=y=0， 所 以 几 x， 力 在 万 的 内 部 有 唯一 的 可 能 极 值 点 
=0， (2y= 





得 x=0,y=0;ix=2，y=0, 故 jxz，y) 的 可 能 极 值 点 为 





























记 








记 























(0, 0). 
下 面 计算 fx, y) 在 D 的 边界 C: (x -2) +(7 -2 六 =9 上 的 最 值 ， 应 用 拉 格 朗 日 乘 
数 法 : 
i 记 F(x, y, A) = 妇 + 和 +ALGx-) +(y-y2) -9]， 则 
FF =2x +2A(x -V2), PF =2y +2A(y -V2). 
F,' =0， 
于 是 方程 组 有 =0, 
(x -V2)" +(y -V2)” =9 
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夯 
2x +2A(x -V2) =0， (1) 
即 为 2y +2A(y -2) =0， (2) 
(4 -3)? + (y -0)? =9. (3) 
由 式 (1) 和 式 (2) 知 *=y， 将 它 代入 式 (3) 得 4=y= -点 ，53 2， 即 Ke， 疙 在 C 上 有 两 个 可 


_1) 1 5 
能 极 信和 点 [ -4 os 由 | 由 于 


1 _1). 5 5 
/万 - 同 汪 7 营 到 -5 


所 以 ,Kx，7) 在 C 上 的 最 大 值 为 253 ， 最 小 值 为 1. y) 在 D 上 的 
最 大 值 =max|f(0, 0)，25} =max|0,，25| =25， 
最 小 值 =min|f(0, 0), 1) =min{0, 1| =0. 
例 3.7.4 求 三 元 函数 =x +2y +3z 在 闭 区 域 Q= | (x, y, z)1x +y +z 100|} 上 
的 最 值 . 
精 解 ” 先 计算 在 Q 内 部 | (x, y, z)1 x +y +z <100 





的 所 有 可 能 极 值 点 . 


解 方 程 组 





u, =0 2x =0 
wu,’ =0, mero 所 以 在 0 内 部 有 了 唯一 的 可 能 极 值 点 (0， 
wu,’ =0， 6z=0 





0, 0). 

下 面 计算 v 在 .2 的 边界 $: x* +y* +z =100 上 的 最 值 ， 应 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 

由 于 在 S 上 =x +2y +3z =100+ 和 刀 +22， 所 以 ,在 $ 上 的 最 大 值 与 最 小 值 即 为 
op(y，z) =100+y +2z 在 y0z 平 面 上 闭 区 域 D=| (x, y) 1 和 +2 和 1001 上 的 最 大 值 与 最 小 
值 . 

先 计算 p(y, z) 在 D 的 内 部 和 (y, z) 1 和 +2 <1001 的 所 有 可 能 极 值 点 . 


方程 组 | 0， 即 [ 得 y=z=0， 所 以 p(y，) 在 的 内 部 有 唯一 可 能 的 极 值 点 
Pp; 





(0, 0). 

再 计算 p(y, z) 在 D 的 边界 C: y+z? =100 上 的 最 值 . 

在 C 上 ,，, p(y, z) =100+ (+z) +2 =200+2(-10 和 xz 和 10)， 显 然 它 的 最 大 值 为 
300， 最 小 值 为 200. 

因此 ，op(y, z) 在 D 上 的 最 大 值 = max| wp(0,，0)，300} =max|100，300| =300， 最 小 值 
=min|100，200} =100， 从 而 在 Q 上 的 最 大 值 与 最 小 值 分 别 为 300 与 0. 














二 重 积分 的 计算 


【主要 内 容 】 
1. 二 重 积 分 的 概念 
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设 二 元 函数 扩 x，7y) 在 xOy 平面 有 界 闭 区 域 D 上 有 界 ， 将 D 任意 划分 成 n 个 小 闭 区 域 
Al ，Am ，…，Ao, ， 其 中 Ao, 表示 第 i 个 小 闭 区 域 , 也 表示 它 的 面积 ,在 每 个 小 闭 区 域 
Ao; 上任 取 一 点 (&;，m;) (i=1，2,，…，n)， 如 果 不 管 如 何 划 分 Ac ，Ag,，…，Ao,， 也 
不 管 在 每 个 Ac; 上 如 何 取 点 (&;，m;) ,极限 lim > /(&,m;)Aoi (其 中 ，A 表示 各 个 小 区 域 

i=1 
Ao; 的 直径 的 最 大 者 ) 总 是 存在 且 相 等 ， 则 称 此 极限 值 为 f(x, y) 在 D 上 的 二 重 积 分 ， 记 为 
jr ao, 
D 





a) do = lim > Aé,n) a0. 
D i=1 





当 /(x,y) 是 有 界 闭 区 域 D 上 的 二 元 连续 函数 时 ， 二 重 积 分 J/(x,y)do 存在 ,并 且 当 
D 


fx，y) >=0 时 ,J(x,y)do 表示 以 DD 为 底 ,曲面 = (x,y) 为 项 ,侧面 是 以 DD 的 边界 为 准 线 、 
D 


母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 所 围 成 的 曲 顶 柱 体 的 体积 . 

2. 二 重 积 分 的 计算 方法 

有 界 闭 区 域 上 二 元 连续 函数 的 二 重 积分 计算 步骤 如 下 .、 

(1) 按 二 重 积分 的 性 质 ， 尤 其 是 利用 积分 区 域 的 对 称 性 ， 化 简 二 重 积 分 ， 使 它 转 化 成 易 
于 化 为 二 次 积分 的 形式 . 

二 重 积分 主要 有 以 下 性 质 : 

设 Kx，y) ，g(x*，7y) 都 是 有 界 闭 区 域 忆 上 的 连续 函数 , 大 是 常数 ， 则 


(Ci) fs) =g(zyr)]dc = hrs)ao # faery) ado, 
D D D 











(这 ) fir,y) do = 4]f(,y) do, 
D D 


( 道 ) x2)ao = xy)qo + x,y)4o( 其 中 ,Di,D; 是 D 的 一 个 划分 , 即 D = D+D,)， 
D Di D, 





(iv) 对 于 二 重 积 分 J,y)do ， 当 万 关于 * 轴 ( 或 y 轴 ) 对称 时 ， 如 果 在 对 称 点 处 
和 





xs，7) 的 值 互 为 相反 数 ,， 则 x,y)do = 0 ; 如果 xs，y) 的 值 彼此 相等 ， 则 J(x,y) do 
D D 


= 2 x,y)do, 其 中 ,Di 是 思 按 对 称 性 划分 而 成 的 两 部 分 之 一 . 
D 

















当 D 既 关 于 轴 对 称 ， 又 关于 y 轴 对 称 时 ， 如 果 在 对 称 点 处 /(*，y) 的 值 彼此 相等 ， 则 
Jsy) qo = 4 有 x,y)do (Do 是 思 按 对 称 性 划分 成 的 四 部 分 之 一 ). 
J 


Do 











(2) 将 化 简 后 的 二 重 积分 记 为 jh(%,y)do, 然后 进行 两 次 定 积分 计算 ， 即 算得 所 求 的 二 
六 





PR 





重 积分 值 ， 将 二 重 积分 fh(%,y) do 化 为 二 次 积分 的 方法 具体 如 下 ; 
| 


(Ci) 设 D'=|(x, 7y)1 asx<b, pi1(*)y<9s(*)|( 称 为 X 型 )， 则 
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fcr,y) ado = [J he) dC 计算/ ae 由 时 ,x 看 做 常数 )， 


D’ 9%1 
( 开 ) 设 D'=|(x, y)1 csy<d, 加 (y) sx 和 加 (7) 旧称 为 了 型 ) ， 则 
ax, do ay” prsyyadztH hwsy) ds 时 ,7 看 做 常数 ). 
D’ 5 yi(y) w1(7) 
(下 ) 设 D'=|(r, 0) 10<as0<B<27, rm(0) rzr,(0)1)( 称 为 角 域 型 )， 则 
B r2(0) ‘yg r2(0) i 
aC, do = | do| h(reos 0,rsin 9)rdr( 计 算 | hh(rcos 0,rsin 9)rdr 时 ,0 看 做 常数 ). 
«ni(0) 1(0) 


(iV) 当 D' 既 不 是 X 型 ， 也 不 是 了 型 和 和 角 域 型 时 ， 需 用 与 y 轴 平 行 的 直线 ， 或 与 x 轴 平 
行 的 直线 ， 或 从 原点 发 出 的 射线 将 已 分 成 若干 小 块 和 并 型 ， 或 了 型 ， 或 角 域 型 ， 然 后 对 各 小 
块 应 用 ( 寺 ) ， 或 (下 ) ， 或 (于 )， 


【典型 例题 】 
例 3.8.1 设 /(x, y) 是 二 元 连续 函数 ， 且 满足 
flx,y) = xy +2 ,0) a0, 
其 中 ,DD 是 由 直线 y=0，#=1 和 前 线 》=** 用 成 的 闭 区 域 ， 求 /x，) 的 表达 式 
精 解 ” 由 于 ]/(u,v) do 是 常数 ， 记 为 4， 则 所 给 等 式 成 为 
D 



































f(x, y) =%y +24. (1) 
式 (1) 两 边 在 D( 如 图 3. 8.1 阴影 部 分 所 示 ) 积分 得 
rx, do sac +24|ae， | 
D D D 
即 4 = |xyao + 24 fao. (2) 
D D 
由 于 D= | (x， y) 10=<x=1, 0 和 y 和 好 | 是 各 
型 ， 所 以 
2 
jc 二 | xydy 
i a O 1 
= 上 3) a dx 
| ld 图 3.8.1 
-1 
12， 


jae S Laef 名 ea 三 于 


将 它们 代入 式 (2) 得 
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1 2 1 
A4=7+34, 即 4 = 一 
将 它 代入 式 (1) 得 f(x，y) = 区 + 地 
例 3.8.2 求 二 重 积 分 Jac, 其 中 ,Dp:x 二 i X=1-V1-y72 
D 
< 2 ,zx 十 7 < 2x. 一 Dy 
精 解 D 如 图 3. 8. 2 阴影 部 分 所 示 ， 它 可 表示 上 
2 六 





D=|(x, y)| -1<yz<!], 1- Vl-y<x<vV2-y|), 
显然 是 了 型 ， 所 以 




















ja 三 | wm 三” sa 
= 3 sy 图 3.8.2 





= VI -ydy = 2 VI -ydy 
.T_T 

4 2 
例 3.8.3 计算 二 重 积分 V+ 这 +y)do, 其 中 ,，D: ?+y2<4 和 (x+1)? + 之 1. 
精 解 D 如 图 3. 8.3 阴影 部 分 所 示 ， 所 以 


站 Vx +y +y)do 


D 


兰 | Vx + ydo + ac 
D D 

= vdo (由 于 D 关 于 x 轴 对 称 ,在 对 称 点 处 被 积 函数 y 互 为 相反 数 ,所 以 ]ydy = 0) 
D D 


= | Varro- | verypdo yl 
D :2 +7 <4 D,:(x+1)?+y .<1 

(由 于 DD 的 图 形 比 较 复杂 ,不 易 计算 二 重 积 

分 ,但 它 是 Di 与 D, 之 差 , 而 Di 与 D, 都 是 

圆 ,它们 的 二 重 积分 比较 容易 计算 ,因此 将 


| Vx* +ydo 表示 成 | Vx +Yy do =- 
Di 

















D 

















斤 v2+do. 这 种 方法 在 二 重 积 分 中 是 
D 


有 用 的 ,应 予以 注意 ). 





图 3.8.3 
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人 dg | 。 rdr 一 aa 人 汉 .rdr 











_ 区 2 到 1 3 -2cos 0 
= 27 37 J 
3T 

ee 

= 于 是 本 os 0d0 

= 

= 3 + | (1 ~ sin?0)d sinO 

= +3 (sin 0 -sin’0) 了 

_l6m _32 

和 
xX? ， |xl+lyl1, 

| 3.8.4 设 二 元 函 交 时 求 二 也 具 放 9 

例 没 二 元 函数 f(x,y) ss We et. 

x + 


jx,y)ao, 其 中 ， D=|(x, y)|lxl +1yl <2). 
D 


精 解 D 关于 x 轴 对 称 ， 也 关于 y 轴 对 称 ，f(x，y) 在 对 称 点 处 的 函数 值 彼此 相等 ， 
所 以 ， 


esr)ao = 4 fs) do, (1) 
D D 1 


其 中 ,Di 是 D 在 第 一 象限 的 部 分 . 
按 f(x，y) 的 表达 式 ， 将 D1 划分 成 与 Da 两 块 ， 如 图 3. 8. 4 所 示 . 
Di1=|(x, y) |x+y<1, x=0, y=0|}, 


Dy=|(x, y) |1l<x+y<2, x=0, y=0|. 




















于 是 
和 re J . | a (2 
te | fa [ay = [#2 5 
= | £1 -x)dx = 地 -六 = 十， | rr, 即 r= os 
(3) 1 Br org 





2 1 
上 a 图 3.8.4 


小 
[1 
贡 
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A 


0 Vzcos (0 = 工 ) 





1 
= 一 ln 
2 


| 


= vin(v + 1). (4) 
将 式 (3) 和 式 (4) 代 入 式 (2) 得 
J ao = + win(v2 + 1). 
Dp 
从 而 由 式 (1) 知 
jp)ao =4[S + n+) |= 3 +4Vn +1). 
D 


例 3.8.5 求 二 重 积分 1 cos(x +y)1 do, 其 中 ,p= |(x,7)10<x<7,0<y<"T|. 
D 


精 解 ”因为 
|cos(x +Y) | 
T 
cos(x + yy), 0 和 x+y 和 了， 
= 1=- cos(x+y) Tn 
9 7 2 ， 
3 三 

cos(x +y)， x+y<27, 





所 以 用 直线 x+y = 开 ，x +y= > 王将 万 划分 成 访 、 肠 、 访 ， 即 


D=D, +D, +D;, 
如 图 3. 8.5 所 示 . 于 是 














fieos(x + 7) 1 do , 
D 

= | eos + y)do — | eos + y)do + 
D, 2, 
| eos + y)do 了 
D, 

= | eos +y)do — (feos +y)do — DI 
D, a 








| eos +y)do — J eos + 7)do | + 
D, D, 
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| eos +y)do 
D 


3 


(这 里 ,由 于 用 cos(x + y)do 不 易 直接 计算 , 故 把 它 转换 成 Jeos(x + y)do -eos(x + 
D, D D,) 


y)do — | eos + y)do) 
D 


3 


=2 |eos(x +y)do +2 eos(x +y)do - feos(x + y)do, (1) 
D, D, D 
其 中 ， et +y)do = [RE fo eos +y)dy = [sinG +)) th 


=- (1 sing)dx = 三 -1， (2) 


| eos +y)do = fax BG cos(x% +y)dy = [sin(x + y) EE dx 
了 Ty 色 y=7 


= | (1 -sina)dr = -1, (3) 


je +y)do = | | sos +y)dy = | sinG +)y) | 


= -2 | sin xd =—4. (4) 
将 式 (2)、 式 (3)、 式 (4) 代 入 式 (1) 得 
eos + 9) ldo = 2(F -1)+2(F -1)-(-4) = 27. 


D 





二 次 积分 积分 次 序 或 坐标 系 的 更 换 方 法 


【主要 内 容 】 

1 二 次 积分 积分 次 序 的 更 换 方 法 

设 几 er， 人 是 连续 国 数 ， 则 要 更 换 二 次 积分 du /x,y) 册 的 积分 次 序 ， 即 将 * 先 ， 
后 xm 的 积分 次 序 更 换 成 " 先 x 后 ”的 积分 次 序 ， 可 按 以 下 步 怠 进 行 : 

(1) 确定 fu [hee 对 应 的 二 重 积分 的 积分 区 域 


D= |(x, y) | a<x 0b, p1(%) yp,(x)|, 








并 画 出 D 的 图 形 ，; 
(2) 由 DD 的 图 形 , 将 DD 改写 成 
D=|(x, y) | cs<ysd, Wi(y) rx,(y)|, 
由 此 得 到 与 所 给 二 次 积分 相等 、 但 次 序 为 “先后 y” 的 二 次 积 儿 
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d yy,(7) 
fay 区 a 
c¢ 下 了 
同样 ， 也 可 以 由 “先后 的 二 次 积分 更 换 成 “ 先 y 后 im 的 二 次 积分 
2. 坐标 系 的 更 换 
设 /(x,y) 是 连续 函数 ， 则 要 把 直角 坐标 系 中 的 二 次 积分 | Ax,2)dy 或 
a PICX 





六 JC,y) ow 更 换 成 极 坐 标 系 中 的 二 次 积分 请 49] /reos 9.rsin 9)rdr, 可 按 以 下 
又 进行 : 
(1) 确定 | au ”Kxsy)dy 或 | ”Jx,y)dx 的 二 重 积分 的 积分 区 域 
a Pp1(xX) c wi(y) 
D= |(x,y)la<x<b,p(x) <y < 9,(x)| 
或 D= |(x,y)l esy dW) x sy,(y)), 
并 画 出 D 的 图 形 ; 
(2) 由 DD 的 图 形 ， 将 DD 改写 成 
D= |(r,0)| a<s0=<B,r(0) <rr,(0)|, 
由 此 得 到 与 所 给 二 次 积分 相等 的 极 坐标 系 中 的 二 次 积分 


Bpr,(0) 
| dg | flreos 0,rsin 0)rdr. 
a "(0) 


同样 ， 也 可 以 将 极 坐标 系 中 的 二 次 积分 dg ”A reos 9,rsin 9)rdr 更 换 成 直角 坐标 系 
中 的 二 次 积分 


【典型 例题 】 


0 V1+x? 
例 3.9.1 设 Ax, y) 是 二 元 连续 函数 ,更 换 二 次 积分 | dr | ” Ax,y)dy 的 积分 次 


序 . 
精 解 ”由 所 给 的 二 次 积分 可 知 其 对 应 的 二 yh 
重 积分 的 积分 K 域 为 [oi 
Pp ee 


x+1y V1 +x), 
D 如 图 3.9. 1 的 阴影 部 分 所 示 . 
由 图 可 知 ， 要 将 D 的 表达 式 改写 成 
D= |(x,y)lc<yd, 
yi(y) x < (7y)|, 
需 用 水 平 直 线 y =1 将 D 划分 成 D| ，D,( 见 图 图 3.9.1 
3.9.1)， 即 D=Dl +D,， 其 中 
Di = {|(x,y)lI0<y<1,-1<x<y-1), 


D, = {xy Illsy<,-1<x<- vr -1), 






| y=x+l ; 即 x=y 一 l 





= 
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Aen = sue 


= J + Newer 


= wf | EN pp 
例 3.9.2 计算 二 次 积分 7 = | 上 | si Ty 「 ,dt | am 





精 解 ”由 于 sin 地 关于 7 的 原 函 数 不 能 出 ， 即 所 给 的 两 个 二 次 积分 不 能 直接 计算 ， 所 


以 先 更 换 二 次 积分 的 积分 次 序 然 后 再 进行 计算 . 





2 * ,TX . TX 
由 于 Ja | sin oy -Jn Bue 
1 
其 中 ,D = 1(xzy)11<x 过 2, sy 过 xi 


| dx I sin DE r=] sin Do, 


其 中 D, = |(x,y)12<x<4,N<y<2), 
并 且 D; ，D, 如 图 3.9.2 阴影 部 分 所 示 ， 所 1 
以 由 图 可 知 ， D=D, +D,= |(x, y) | l=<y 























于是 工 = Jsin Fay = | ay| sin 37 dr 
= | -en dy 
= -二 | yems 了 dy 


ll 
| 
Ts 
ald 
se) 
Va 
fe 
加 
号 
旧 








-fs 
-| 
3 


ll 
rs 
ng 

[> 

十 

i 
Ee 
Se 
(LUD 


—(t-u)? 
st 





例 3.9.3 求 极限 tim fs 


1 


3 
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(1) 


是 9 型 未 定式 极限 ， 为 了 应 用 洛 必 达 法 则 ， 必 须 将 分 子 的 二 次 积分 中 的 x 移 到 外 层 积 分 上 


限 ， 故 需 更 换 积分 次 序 . 


六 pi 2 
| dt | equ 
0 2 
= 一 [a | dr 
0 t 


ee 外 -ae (DD 如 图 3.9.3 阴影 部 分 所 示 ) 
D 


























fi fat oO) 
0 0 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 
这 E(t 
lim | dt | - 有 
w= 和 由 e 
| du | es- dt 
三 一 lim uv 2 
MX 一 "0 + 1 —e 4 
二 一 lim 2 这 
MX 一 0 + %_ 
4 
-( -过 下 1 
洛 必 达 法 则 |， | 人 
交 ， 
2 
二 一 lim he 
x—0+ % 人 
洛 必 达 法 则 (x) le 
x—0+ 2 - 


oy 


图 3.9.3 


» 如 ~, 4 vi- 
例 3.9.4 设 A%，y) 是 连续 函数 , 求 | dx | 。 Na,y)dy 在 极 坐标 系 下 的 二 次 积 


( 先 r 后 0). 
1 Vi 
精 解 | dx ay)dy = 人 asy)dc, 其 中 ， 积 分 区 域 
0 ] 一 X 万 


V1 一 入 





D= i(x,y)I0O<x1,1l1-x<y< 
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如 图 3. 9. 4 阴影 部 分 所 示 ， 它 在 极 坐标 系 下 可 表示 为 J 
1 


a 
2 “cosb + Bo 


| (G0) lo = bg 三 工 


所 以 ， 「 a Te 对 10] en, rsin0 ) rdr. 
例 3.9.5 设 X y) 是 连 函数 ， 求 








Sy 





2V2 | 2 
7 = jo f(reos0,rsing)rdr — fi rcosg,rsing)rd7 
在 直角 坐标 系 下 的 二 次 积分 ( 先 * 后 ))， 





精 解 ”由 RY Cone 三 Je 知 


= {(7,9) |0<0 < TI,0<r<20)， 
其 中 ， es =8(% 宇 0) ， 直 线 y=x,，y =0 围 成 的 平面 区 域 . 





sin 


入 六 四 pot rsin0)7rd7r = 人 eme 知 





2sin0 
D, = | 有 0 三 一 <r 上 
2 (r,0) 0 ,0r 2 
2sin0 


9 
cos20 


即 为 rcos?0 = 2rsin0 ， 











其 中 ，D 是 由 曲线 y= 二 巡 ， 直 线 y =x 围 成 的 平面 区 域 (= 


所 以 在 直角 坐标 系 下 为 y= 地 xe }. 
设 D=D| -DD,， 则 D 如 图 3.9.5 的 阴影 部 分 所 示 . 
由 图 知 


|(x,y) 10<y <2,vV2 sr < V3-y), 
所 以 ， I ,ee 一 As)ac 


人 ?, 











= Js, ae = w]e. i 
二 重 积分 大 小 的 比较 与 估计 


【主要 内 容 】 

1. 二 重 积 分 的 比较 

(1) 相同 积分 区 域 情 形 

设 fx,y) ，g(%,y) 都 是 连续 函数 . 
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如 果 f(x， y) < g(x, y) ((x, y) eD) lie y)do = je y)do, 
如 果 f(x， y) g(x%,y) ((x, y) eD), 但 至 少 存在 -点 (am ,六 e D, 使 得 f(xo ,yo ) < 
8 (Xo0,y0) ) , 则 |r, do < ax, do. 
D D 


(2) 不 同 积分 区 域 情形 
设 f(x,y) ,g(x,y) 都 是 连续 函数 ， 如 果 存 在 常数 k， 使 得 


cs)ao < ,far,y) do > 天 
D D, 


则 |)ao < Je 
D) 


设 /(x，)) ，g(%，)) 都 是 连续 函数 ， 如 果 存 在 常数 使 得 
|p ne ene 
D, 


则 je y)do < Je y) do. 
2 一 重 积分 值 的 估计 
当 二 重 积分 有 yar (其 中 Ke 5 是 连续 函数 ) 不 易 计 算 时 ， 往 往 需 对 它 的 值 进行 
估计 ， 其 方法 有 以 下 两 种 ， 
(1) 如 果 A(x,y) 在 D 上 的 最 小 值 为 mn， 最 大 值 为 M， 则 
mo 到 rx, do 三 Mo (oo 是 DD 的 面积 
D 
当 f(x, y) 在 D 上 的 最 值 不 易 计 算 时 ， 可 对 f(x，y) 作 适当 缩小 或 放大 ， 得 到 
g(x,y) f(x,y) Sh(x,y) ((x,y) e D), 
并 且 z(x,y)qo ,f(x,y) do 比较 容易 计算 ， 记 它们 的 值 分 别 为 4，B， 则 
2 D 








A j,io 和 也. 


(2) 将 和 jw)de 转化 成 定 积分 ， 然后 估计 这 个 定 积分 ， 得 到 二 重 积分 的 估计 值 


【典型 例题 】 
例 3. 10.1 (单项 选择 题 ) 如 图 3.10.1 所 示 ， 正 方形 |(x，y) | 1x1 和 1，17y1 到 1 被 
其 对 角 线 划分 为 四 个 区 域 太 (5E=1,，2,， 3, 4), 了 = jeossdc, 则 max 1, 三 以 ). 


2 





A B.L C.h, Dp. 

精 解 ”利用 积分 区 域 的 对 称 性 ， 确 定 有 ，/h，Js， 与 数 零 之 间 的 关系 ， 从 而 得 到 正确 
选项 . 

由 于 在 D| 上 ycosx 三 0( 且 仅 在 点 (0，0) 处 取 等 号 ) ， 所 以 
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S yeosrdo > 人 0, 
D 


DI 


D,，D4 都 关于 x 轴 对 称 ， 且 在 对 称 点 处 ycosx 的 值 互 为 相反 
数 ， 所 以 7 Di 坟 
b =1, =0. 
由 于 在 D3 上 ycosx<0( 且 仅 在 点 (0，0) 处 取 等 号 ) ， 所 以 
1 三 jeosac < 0. 
?3 图 3.10.1 





D3 














因此 本 题 选 A. 
例 3. 10. 2 〈 单 项 选择 题 ) 设 平面 区 域 万 由 直线 *=0,，y =0，x+y= 广 ，x+y7=1 围 成， 











= ne +y)do, 1, = le +y)do, 1 = le + y)3do, 
D D > 


则 五 , ,4 的 大 小 顺序 是 ( ”). 
A.1 <7 < B. <L < C.1 < 三 < D. 六 <b < 
精 解 . ,J ， 的 积分 区 域 同 为 D， 所 以 只 要 比较 被 积 函 数 的 大 小 即 可 . 


在 DD 上， < +y 和 1， 所 以 有 


In(x +y) 和 0 过 (x+y)3 < (x+y)’, (1) 
并 且 In(x+y)，(x+y)*,，(x+y)” 都 是 D 上 的 连续 函数 ， 且 在 D 上 至 少 存在 一 点 使 式 (1) 
中 的 等 号 都 不 成 立 ， 所 以 有 
ac +y)do < le +y)3do < le + y) “der. 
D D D 
因此 本 题 选 B. 
例 3.10.3 估计 二 重 积分 引 ! 


1 + cos2x + cos2y 
| xl +1y| < 了 





精 解 由 于 刀 = | (%, 7) | 1 #1 + 17y1 < 了 | 既 关于 轴 对 称 ， 又 关于 y 轴 对 称 ， 且 被 


二 在 对 称 点 处 的 信人 彼此 相等 ， 所 以 


1 + cos2x + cos 


积 函 数 f(x，y) = 














| 人 ee (1) 
lxl +l yl < 
其 中 ,Di = (%, 六 |>+y< 开 ,rz>0，y>0| 是 也 在 第 一 象限 的 部 分 
下 面 计算 所 zx，y) 在 六 上 的 最 小 值 m 与 最 大 值 M. 
1 sin2x sin2y x 和 内 吝 
由 J = (1 + cos2w + cos 二 (1 + cos2x + cos” i EO 


D, 有 边界 C: y= 了 «(0<x< 扩 ]， Cy: y= olo<s < 了 3] C;: *=0[0<y< 子 } 


小 
[1 
相 
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在 Cl 上 /f(x,y) = 一 一 了 -了 
1 +cos2x +sin2x 2 
在 C. 上 Ja， 7) = 上 (0<*< 了 的 最 小 值 为 二 ， 最 大 值 为 ; 
2 +cos’x 2 3 2 


同 理 , 在 C; 上 f(x, y) -二 [0<v< 子 ] 的 最 小 值 为 了 最 大 值 为 


2 +cos’y 


























. /1 1 11_1 1 1 1\_1 VT 
加 一 一 = 至 是 bt 避 一 得 
因此 m min| 二 ， 子 ， 李 | 本 ， 形 max| 二 ,二 ,二 | 元 ， 于 是 由 户 的 面 和 8 全 
1 ~ 1 1 ~ 
， < do < 一， 
3 局 | + cos2X + COs’y “7 
将 它 代 入 式 (1) 得 
1 7 1 1 mn 
4 一 :一 < do < 4 .二 五， 
3 8 J 1 + cos2x + cos2y 2 8 
1xl + 和 区 
2 1 7 
即 < do < 一 
0 J) 1 + cos2x + cos2y 4 
1xl +1 < 了 
例 3.10.4 估计 二 重 积分 | de 的 取 值 范围 ， 其中, D = | (x, y) | 
Dp M16 + sin’x + sin’y 
x +y <1}. 


1 











精 解 ”被 积 函 数 在 D 上 的 最 值 不 易 计 算 ， 因此 考虑 对 它 作 适当 缩小 





16 +sin2x +sin2y 
































或 放大 ， 显然 
1 1 1 、 
< < 二 (其 中 ,(z,y) e D, 并 且 仅 在 点 (0,0) 处 取 等 号 ) ， 
16+x” +y” 16 + sin’x + sin’y 
于 是 有 
人 一 一 一 ac < 人 do < | Lao, (1) 
Dp VI6+x’ 十 入 站 V16 + sin2x + sin2y 万 4 
从 标 2 看 1 
其 中 | L de | dg | = .rdr 
Dp VI6+x +y 0 0 VI6+r 
1 
三 i 
2 .0 VI6+7 
1 
=27. VI6+r = 27( V17 -4)， (2) 
0 





| (3) 
D 
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将 式 (2) 和 式 (3) 代 入 式 (1) 得 
1 万 
2rCvF -9 <] < 人 


例 3. 10. 5 估计 二 重 积分 jsin V(x + 和 六)3dr, 其 中 让 = |(x,y)lx +y 1). 
D 





精 解 
重 积 分 的 估计 值 . 
俯 标 2T 1 1 
[sn V(x 十 Pidur 一 | dg | sinr 。rdr = 2r | rsinr3 dr. 
太 0 0 0 


由 于 当 v=0 时,，zv -地 W <sinu<u( 等 号 仅 在 u =0 处 成 立 ) ， 所 以 有 





r 


4 二 <rsinn 和 六 (等 号 仅 在 r=0 处 成 立 ). 


二 |1xl <1 且 171-xl <1， 


因此 有 
1 1 . 1 
| 人 一 pa )ar < | sinrdr < | rar 
61 4 1 
即 330 < | rsinr dr < 5， 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 
6l7™ , 2 
165 < J V(x +y)do Ss 
练习 题 三 
1. 单项 选择 题 
1 
和 i ,Ix| <1， 
(1) 设 函 数 f(x) -1 则 ( ) 
0， 其 他 ， 
二 和 all wl a 
A. f(x)f(i -x) =14 
0， 其 他 
1 
一 ，| xl <l, 
B. f(x)f(t—x) -| 
0， 其 他 
二 1t1-x| <1， 
C. f(x)f(t—x) -| 
0， 其 他 


0， 其 他 


用 极 坐 标 容易 将 题 中 所 给 的 二 重 积分 转化 成 定 积分 ， 然 后 通过 估计 定 积分 得 到 二 


(1) 


(2) 
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- ,+ #0, 

(2) 设 二 元 也 数 fx, y) = 4% +Yy 则 ( ). 
0 ， x +y =0, 

A. f(x, yy) 在 点 (0, 0) 处 连续 B. f(x, yy) 在 点 (0, 0) 处 可 微 
C. £.(0, 0) 和 /.(0, 0) 都 存在 D. f(x, 7Y) 和 (x, y) 在 点 (0, 0) 处 都 连续 
(3) 设 二 元 函数 作 x，y) 在 点 (xo，yo) 处 的 4 个 二 阶 仿 导 数 存 在 , 则 ( ); 
A. fyr (Yo, 7y0 ) =fy (Xo, 7y0 ) B. f(x%, y) 在 点 (xo， yo) 处 可 微 


C. fs (x, y) 在 点 (xo， yo ) 处 连续 D. FC yo ) 在 点 Xo 处 可 微 
(4) 设 二 元 函数 w=u(x,，y) 可 微 , 且 当 y=x? 时 , u(x, y) =1 及 S 冯 =%， 则 当 y=x? 


(x 关 0) 时 ， =( i 


1 1 

7 B. -7 C. 0 D. 1 

(5) 二 元 函数 z=f(x，y) 在 点 (xo，yo) 处 可 微 的 充分 必要 条 件 为 (。”). 
A. f(x, y) 在 点 (xo， yo ) 处 连续 

B. f. (xo, yo) 和 f(xo, yo ) 都 存在 


C. Az (yy =AAx + BAy+o(p), 其 中 4, B 都 与 Ax，Ay 无 关 , o(p) 是 p= 
X0,)0 


V(Ax)”+(Ay) 的 高 阶 无 穷 小 

D. f(x%, y) 和 f(x, 7) 都 在 点 (xo， yo ) 处 连续 

(6) 设 二 元 函数 fx, yy) 在 点 (xo，w%o) 的 某 个 邻 域内 有 具有 一 阶 和 二 阶 连续 偏 导 数 ， 是 
(xo，%0) =f(x0，%%) =0, 则 下 列 说 法 中 不 正确 的 是 (。”). 

A. 当 4>0, 4C -B? >0 时 , f(xo，%o) 是 极 小 值 
B. 当 C>0, 4C-B2 >0 时, f(xo，%o) 是 极 小 值 
C 
D 


A 





. 当 AC-B?=0 时 , f(xo，Yyo) 不 是 极 值 

. 当 AC-B?<0 时 , f(xo，Yyo) 不 是 极 值 

(7) 设 二 元 函数 所 rz，y) 在 点 (0, 0) 的 某 个 邻 域内 连续 ， 且 
f(x, y) -f(0, 0) =A>0, 


(x,7) >(0, 0)x* +1 一 2xsin y — cos” y 





则 A0, 0)( ). 
A. 不 是 极 值 B. 不 能 判定 是 否 为 极 值 
C. 是 极 大 值 D. 是 极 小 值 
(8) 设 二 元 函数 fx, y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 以 下 说 法 正确 的 是 ( ). 
A. 当 (xo, Yo) 是 fx, y) 在 D 的 内 部 的 极 大 值 点 时 , f(xo，Yyo) 就 是 f(x, yy) 在 D 上 的 最 





大 值 

B. 当 (xo, Yo) 是 f(x, 7y) 在 D 的 内 部 的 唯一 极 大 值 点 时 , f(xo， yo) 就 是 f(x, y) 在 D 上 
的 最 大 值 

C. 当 f(x,y) 的 最 大 值 在 D 的 内 部 取 到 , 且 (xo, Yo) 是 f(x, yy) 在 D 的 内 部 的 唯一 极 大 
值 点 时 , f(xo，yo) 就 是 Ax,，y) 在 D 上 的 最 大 值 

D. 当 已 知 f(x,，y) 的 最 大 值 在 D 的 内 部 取 到 , 上 且 (xo，, Yo) 是 f(x, y) 在 D 的 内 部 的 唯一 


二 2016 考 研 数 学 (二 ) 典型 题 660 





驻 点 时 , f(xo，Yyo ) 就 是 Hx, y) 在 D 上 的 最 大 值 

(9) 设 z=z(x, y) ,y=y(x,z) 都 是 由 方程 F(x，y, z) =0 确定 的 二 元 函数 . 如 果 z0 = 
z(x0，Yo) 是 z=z(x，Y) 的 一 个 极 小 值 , 则 ( ). 

A. yo =y(%o, z0) 是 y=y(x， z) 的 一 个 极 大 值 

B. yo =y(x0,， zo) 是 y=y(x, z) 的 一 个 极 小 值 

C. yo =y(xo， z0) 可 能 是 y=y(%, z) 的 一 个 极 值 

D. yo =y(xo, 2z0) 不 是 y=y(x， z) 的 极 值 

(10) 设 f(u) 是 连续 函数 , D 是 由 曲线 y=wx?, 直线 x = -1, w=1 及 x 轴 围 成 的 闭 区 域 ， 


六 是 刀 的 第 一 象限 部 分 , 则 二 重 积 分 [x + ye2 +?)]do 为 (。 ). 
D 





A. 0 B. 2 Ix +YKi +y) J]do 
D, 


Cc. rleos 0 + sing :72)]drdg D. 2 f(x +7)dc 
D D, 
(11) 设 D 是 x0y 平 面 上 以 4(1, 1), B( -1,1) 和 C( -1，-1) 为 顶点 的 三 角形 , D, 是 
D 的 第 一 象限 部 分 , 则 二 重 名 分 ay + cos nain y)ao 为 > 


A. 2 eos xsin ydo B. 2 jac 
D， D, 


C. 4 | sy + cos xsin y) do D. 0 


Di 


(12) 设 D = (wp) 1 (42) + (yD) <1), b= ery) do =1,2,3), 比 
D 
较 厂 , ,4 的 大 小 得 ( 。 )， 
A.1 </, < B. 1, <1 < 
C. 71, <1 < D. 1 </1, < 


(13) 设 /(x,y) 是 连续 函数 ， 则 二 次 积分 | dx 六 And =( ) 

A. fa ff) + Po) a) 

B. ff fn) 

c of A fy] ”Ar 

D ff fr) 

(14) 二 次 积分 六 ff, 7) dx( 其 中 ,f(x,y) 是 连续 函数 ) 的 极 坐标 表示 为 ( 。 ). 


人 -sin G+ V3 +sin20 
A. | dg | rcos 0, 1 +rsin 0)dr 
0 1 
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加 -sin 0+ V3+sin20 
B. | dg | recos 0, 1 +rsin 0)rdr 
0 1 


也 -sin 0+ V3 +sin20 
| 4 | flrcos 0, rsin 0)dr 
0 1 


了 -sin 0+ V3+sin20 
2 | dg flrcos 0, rsin 0)rdr 


2. 解答 题 

(1) 设 二 元 函数 所 xz,y) 在 点 (1, 1) 处 可 微 , 且 f(1,1) =1, ,1) =2,f/;(1,1) = 
3, p(x) = f(x , f(x, x)), 求 @'(x), 9'(1). 

(2) 设 二 元 函数 z = z(x,y) 由 方程 xz-x-y+xyes = 0 确定 , 求 dz. 

(3) 求 二 元 函数 z = x* + (x +1)In(1 +y) 的 两 个 偏 导数 . 
人 ee 
(4) 设 二 元 函数 f(x,y) = 4 + 求 f(x,y) 及 f "(0, 0). 


0 ， x +y =0, 
数 z = sin(xy) + 9 (x, 之], 其 中 ,p(w, ov) 具有 二 阶 偏 导数 , 求 区 
7 ; 


数 A(u,v) 由 关系 式 f(xg(y) ,y) = x +g(y) 确定 , 其 中 函数 g(y) 可 微 , 且 








(5) 设 二 元 P 


负 加 


(6) 设 二 元 E 
g(y) 关 0, 求 1 
(7) 求 二 元 函数 和 xy) = xyln(x* + 入 ) 的 极 值 . 


(8) 求 三 元 函数 w = sin xsin ysin z(x > 0,y > 0,z > 0) 在 约束 条 件 x +y+z= EE 





(9) 求 三 元 函数 w = xyz 在 约束 条 件 x* +y +z =1 及 x +y+z =0 下 的 最 大 值 与 最 小 
值 . 


(10) 求 二 元 函数 z = x + y? 在 圆 域 D = | (x,y) | x- 以)* + (y -2) 三 9| 上 的 最 
大 值 与 最 小 值 . 


2 2 
(11) 求 二 次 积分 | 
(12) 设 D = |(x,y)lx +y 二 , 求 二 重 积 J (5: )ao. 


Sn 


D= |(x,y)lx +y = 2x|, 
0， 其 他 ， 


(13) 设 二 元 函数 Me,y) = | 
求 二 重 积分 j/(x ,y) do. 
D 
(14) 设 D = 1x,y)10<«<1,0<y<1|, 求 二 重 积分 [1 +y-11 do 
D 


(15) 求 二 重 积 al 入 人 其 中 DD 是 由 曲线 y =-a+ Va -x(a >0) 和 


V4a -x -yp 一 入 
直线 y = 一 x 图 成 的 平面 区 起 
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1. 单项 选择 题 


(1) A (2) C (3) D (4) B (5S) C 
(6) C (7) D (8) C (9) D (10) D 
(11) A (12) A (13) C (14) B 


2. 解答 题 
(I 
(2) 对 所 给 方程 两 边 求全 微分 

dz— dx -dy+ye’ dx+xe “dy +xye’ “(dz— dx) =0， 








即 (1 +xye’ “*)dz = (1 ~- ye’* +xye’ *)dx + (1 -wxe’ *)dy, 
所 区 闪 S dy 
1 + wye” 1 4 wye”™ 
2 
_X +Xy -X22 一 Y 十 和 和 一 区 
= dx + d 
X+X + XY — XZ y+Xy+y -yz 


(3) 由 dz = de + (x+1)lIn(l +y)] 
1 [Inx( de + dy) 二 之 +ydz|+ In(1 + y) dx + a 


x 











一 [om 本 SY)+ In(1 +Y) ]u 本 (wma 十 1 jd 


所 以 一 = x* lnx 十 X11 (x +y) +ln(l +Yy), 


十 党 
dy +y 


YI 沪 4y +4x2y3 yi ~ 
(4) 当 妇 + 和 巡天 0 时 ,vay) = 了 一 上 一 ,并且 
(xz +y°) 











) 1 flAx, 0) -fH0,0) 0 _ 
f.(0,0) = lim 入 = lim 0 ， 


ba Axo0 Ax 
Xty 十 4 好 一 入 
所 以 f(x,y) = (+)? 
0 ， x +y =0， 
'(0, Ay) -ff'(0,0 到 5 
(0,，Ay) -£ "(0, a 
. 


,NX + 0, 








f (0, 0) 二 Ay Ay—0 (Ay)’ 


($5) z' = ycos(xy) + 9, + 9 (其 中 心 = N,V = )， 所 以 


¥ 


J 


和 % nm 1 了 % nm 
2 = cos(XYY) — xysin(xy) 一 Pw — FPy 一 -pm 
J J 少 





(6) 记 vx = xg(y),v =y, 则 x = re = v, 所 以 所 给 关系 式 成 为 


u 


fl(u, v) = 南面 + g(v), 
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.| » __g(v) 
I re gv) 





可 
yn(x2 + 和 欠 ) + 二 二 (天 
= ba 





(7) :的 定义 域 为 除去 点 (0, 0) 的 x0y 平面 , 由 人 “了 如 7 得 
= 0， xln(x? + 入) 十 5 = 0， 


x=0,y=0,x=y,x=-y 由 此 得 z 的 可 能 极 值 点 为 





























攻 1 ] [- 1 1 ) 
显然 z(0, 1) = z(0, -1) =z(1,0) =z(-1,0) = 0 都 不 是 极 值 . 


























一 _ 2xy + 6xy’ 人 2 2(x4 +y4) 7 _ 2x7 + 6x37 
OT a WO og pg 
1 1 1 
则 由 4 =2>0 及 (4C - PB) =4>0 知 z i = -二 是 极 小 值 ， 
| 本 人 a | 2e™ 
同样 :人 - ]=- 去 1 也 是 极 小 值 
V2e V2e 
_ 了 二 
A yy -2<0 及 (4C - | 人 =4>0 知 人 元 古 
极 大 值 , 同样 <( - -5-，- 呈 = 去 也 是 极 大 值 


(8) 记 f(x,y) = w | = sin xsin ycos(x +y), (x,y) e D = {C7) | > 0， 


i 


y>0,0 < “+y < 也}, 由 于 


人 = 0， 即 人 ycos(2x + y) = 0， 
f(x,y) = 0, 
所 以 (x,y) 在 刀 内 只 有 唯一 的 可 能 极 值 点 ( 开 , 全 ) 记 


A=f%(%,y) =-2sin ysin(2x + y), B=f%(x,y) = cos(2x +27) ， 


sin xcos(x + 2y) = 0， 


C=f%(x,y) = -2sin xsin(x + 2y), 
a 2 -了 T TT)]_-1 旦 
则 由 4 pe a As | ee > 0 知 /( 至 ， a 是 f(x,y) 在 万 内 


的 最 大 值 . 由 于 f(x,y) > 0((x,y) e D). 但 We f(x,y) =0, 所 以 f(x,y) 在 D 内 无 最 
小 值 . 
由 上 可 知 ,w(x > 0,y > 0,z >0) 在 约束 条 件 x+y+z = 工 下 的 最 大 值 为 二 ,无 最 小 值 . 


(9) 记 e(xy,z) = r+ + 1, w(x,y, 2z) =x+y+z 及 
F(x,y, 2) = xyz + Ap(%,y, 2) + u(x,y, z). 





显然 尺 处 处 可 微 , 且 
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F’ = yz +2Ax +h, 
FP’ = xz +2Ay 十 从 ， 
F’ = xy +2Az + 从 . 


于 是 由 拉 格 明日 乘 数 法 得 
zz = 0， yz +2Ax + 人 = 0， (1) 
Ff =0， xz +2Ay + = 0,， (2) 
F’ =0, 即 xy +2Az + = 0,， (3) 
p(x,y, z) = 0， x +y +2 =1, (4) 
yx,y, z) = 0， x+y+z=0. (3,) 


解 此 方程 组 的 (1)、(2)、(3)、(5) 得 x =y = -了 或 x =z = -本 yy = z = -本 xz， 所 以 由 


式 (4) 得 xyz 在 约束 条 件 o = 0 和 = 0 下 的 可 能 极 值 点 为 

















RR 

J 6 

1 2 1 1 2 1 
| 
人 
区 

ER WE 

x2 a 2 = 1 
由 于 是 连续 函数 ， 它 可 在 曲线 | + +“ = 二 上 取得 最 大 值 与 最 小 值 , 而 且 只 能 在 


区 十 二 和 三 


点 Mi ,MM;, Ms， M4, M;, Ms。 上 取 到 . 由 于 

















1 1 
ng “my 3 lm Mm lm 3 
所 以 ,w 在 约束 条 件 p = 0 和 由 = 0 下 的 最 大 值 为 -上 ,最 小 值 为 . 
3 w6 3 w6 
= = 0， 
(10) 由 得 x =y =0, 即 z 在 D 内 有 唯一 可 能 极 值 点 (0, 0). 
2 
0y 


为 了 考虑 z = x + 从 在 万 的 边界 (zx =) + (y 一 以)”= 9 上 的 最 值 , 记 
F(x,y) = 2 +y +A[ (x -v2) ”+ (y -2)”-9]， 


=2x+2A(x -V2) =0， 





’; 1 5 
由 19F 得 x = y=- 一 与 +=y= 计 . 
A = 0， 厅 厅 


(2 +) =9 
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1 1 5 5 《中 局 
由 于 z(0, 0) = 0， | | 1 ， | = 所 以 z 在 D 上 的 最 大 值 为 25, 最 


小 值 为 0. 
(11) fa | ed fo eva 加 J ray (1 a 
(12) 于 jao = jao, 所 以 
J 1) = 天 各 ac + s)he a 于 Fd :el i 
六 td 一 | 0| 记 rdr= 诸 "29- 计 = 六 
(13) pre = en 


er a _X ydy = 到 | x [x — (2x — x ) |dx 


-| 一 x3)dx = 
(14) 记 D = {(x,y) lx +y 1),D,=D-D, 则 


由 x +y -1ldo = fr — (x? +y)]Jao + fe +y -1)do 
D Di D, 
= -raet [fe +r -Da -+r 1a] 
Di D Dl 
=2]0-* -ya + + -ar 
Di D 
三 2 人 oj 0 一 疡 )rdr + /a fe +y -1)dy 


=4m + (2 = -地 














4 3 
(15) | A dr 一 | 40 人 5 本 
= 「 dg 人 Vi 
0 fy r 
- [een (三 VA -7 +2aarcsin 艺 j “dg 
一 4 
20 | ( 0 + Ssin 20)d0 | 


变量 可 分 离 微分 方程 、 齐 次 微分 方程 的 求解 


【主要 内 容 】 

1. 微分 方程 的 概念 

含有 自 变 量 x, 未 知 函 数 y 及 其 导数 (其 中 未 知 函 数 的 导数 必 出 现 ) 的 方程 称 为 常 微分 方 
程 (简称 微分 方程 ) , 其 中 ,未 知 函 数 导 数 的 最 高 阶 数 称 为 该 微分 方程 的 阶 . 

如 果 将 函数 y= p(x) 代 入 微分 方程 后 成 为 恒等式 , 则 称 y = p(x) 是 该 微分 方程 的 解 ; 如 
果 由 B(x,y) =0 确定 的 隐 函 数 y = p(x) 是 微分 方程 的 解 , 则 称 B(x,y) =0 是 该 微分 方程 的 
隐 解 . 如 果 函 数 y=g(x, Ci, Cs,…,C,)( 其 中 ,C1 , C,,…, 0 是 nn 个 独立 的 任意 常数 ) 是 nn 
阶 微分 方程 的 解 , 则 称 其 为 该 阶 微分 方程 的 通 解 . 如 果 由 初始 条 件 确定 了 y=9@p(x, Ci, C,， 
…,C,) 中 的 C1，C;,…, C, 的 值 , 则 称 其 为 该 微分 方程 的 特 解 . 

一 阶 微分 方程 的 一 般 形 式 是 F(x,y,y') =0( 其 中 yy 必定 出 现 ) , 标准 形 是 y =f(x,y). 一 
阶 微分 方程 是 指 变量 可 分 离 微分 方程 、 齐 次 微分 方程 和 一 阶 线性 微分 方程 (包括 伯 努 利 方 
程 ). 

2. 变量 可 分 离 微 分 方程 

形 如 人 = f(x)g(y)( 其 中 ,f(x), g(y) 是 已 知 函 数 ) 的 微分 方程 称 为 变量 可 分 离 微分 方 


程 , 它 的 通 解 为 




















dy 


ey = [Cx) qr. 


3. 齐 次 微分 方程 
形 如 和 =/( 了) 其 中 ,/(u) 是 已 知 函 数 ) 的 微分 方程 称 为 齐 次 微分 方程 








令 w = 十, 则 原 微 分 方程 成 为 和 = 全 中 一 它 是 以 为 未 知 机 数 的 变量 可 分 离 微 分 广 


【典型 例题 】 





例 4.1.1 (单项 选择 题 ) 微分 方程 y'sin * = yln y 满足 条 件 y( 了) = e 的 特 解 为 和 


e 


x 
tan 7 








B. y = esm* C.y D.y=e 


~ 2tan x 
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精 解 ”容易 验证 y = ny = es"* 都 不 满足 所 给 微分 方程 , 所 以 A, B 两 个 选项 都 不 能 





嵌 


,另外 ,y = 在 点 x = 工 处 没有 定义 , 所 以 也 不 能 选 C. 
tan % 2 


因此 本 题 选 D. 
例 4.1.2 求 微分 方程 (es - e*)dx + (e** +er)dy = 0 的 通 解 . 
精 解 ”所 给 微分 方程 可 以 改写 成 

er(er +1)dy =-er(er -1)dx (变量 可 分 离 微 分 方程 ) ， 


有 i 
p el 





上 式 两 边 分 别 积 分 得 
© = 一 Se x nl(e 一 =— ln(e” n 
| = | de, In(e 1) = -ln(es +1) +InC, 
所 以 所 给 微分 方程 的 通 解 为 (ee +l)(er -1) = C. 
例 4.1.3 求 微分 方程 (Inx -lny=-1)ydx + xdy = 0 的 通 解 . 
精 解 ” 所 给 微分 方程 可 以 改写 为 
他 = 六 (1 +In 并) ( 齐 次 微分 方程 ) (1) 


邻 u = 工 , 则 式 (1) 成 为 








wx 人 = (LT+na, 即 -到 -= 竺 (变量 可 分 离 微 分 方程 ). 


uln u 
它 的 通 解 为 In(lnu) =lnx+lnC, 即 = e™, 从 而 原 微分 方程 的 通 解 为 y = XeCx. 
例 4.1.4 ” 求 微分 方程 (y + V2 + 六 )dx -xdy = 0(x > 0) 的 满足 初始 条 件 y| ，，= 0 
的 特 解 . 
精 解 “ 先 算出 所 给 微分 方程 的 通 解 ,再 由 初始 条 件 确定 通 解 中 任意 常数 的 值 . 
所 给 微分 方程 可 以 改写 成 














1 1+ (2) ( 齐 次 微分 方程 ). (1) 


邻 u = 工 , 则 式 (1) 成 为 





oe V1+w, 即 = (变量 可 分 离 微分 方程 ). 
dr 


它 的 通 解 为 In(w+ V1+w) =Inx+lnC, 即 w+ Vl +w = Cx. 于 是 原 微 分 方程 的 通 解 为 


2 
+ /1+ = Cx. (2) 
人 Xx 


由 初始 条 件 y| _，= 0 得 式 (2) 中 的 C = 1 所 以 所 给 微分 方程 满足 初始 条 件 y| = 0 
的 特 解 为 
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pe 1+5 = 即 y = * 一方 (% 之 0) 
一 阶 线性 微分 方程 与 伯 努 利 方程 
【主要 内 容 】 


1. 一 阶 线性 微分 方程 
形 如 入 + P(x)y = Q(x) (其 中 P(x) ,Q(x) 是 已 知 函数 ) 的 微分 方程 称 为 一 阶 线性 微 
分 方程 , 它 的 通 解 为 
y = eeow(C+ |@oGoejeowdz)( 其 中 的 不 定 积分 都 取 一 个 原 函数 ) 
2. 伯 努 利 方程 
形 如 们 + P(x)y = Q(x)y*(n 了 0, 1， P(x) ,0(x) 都 是 已 知 函 数 ) 的 微分 方程 ， 称 为 伯 


努 利 方程 . 
令 z = 全 ， 伯 努 利 方程 转换 成 一 阶 线性 微分 方程 


E+ (1 -nn)P(s)z = (1 -mo (1) 
由 式 (1) 的 通 解 即 可 得 到 伯 努 利 方程 的 通 解 . 
【典型 例题 】 











例 42.1 求 微分 方程 Ly > 4 的 通 解 . 
精 解 ”所 给 微分 方程 是 一 阶 线性 微分 方程 , 它 的 通 解 为 
y = ec + [ty 





te + [sin xdx) = a — Cos x). 
x x 


例 4. 2.2 求 微分 方程 y= 一 
XY 十 


精 解 ”所 给 的 微分 方程 既 不 是 一 阶 线性 微分 方程 ， 又 不 是 变量 可 分 离 微分 方程 和 齐 次 
微分 方程 , 但 是 , 如 果 把 y 看 做 自 变 量 , x 看 做 未 知 函 数 , 则 这 个 微分 方程 成 为 


9 = wy +, 妈 dz _ yx = 六 (一 阶 线性 微分 方程 ). 
y dy 


的 通 解 . 














它 的 通 解 为 
% = de + [7 el way) 
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三 esr (C + |y e-27 dy) 
= er (C 一 [JPade- 他) 


= e22(C 一 ye-2y + [e-iay’) 
三 e52(C 国 ee- 一 26-27) 
ee 
注 ” 当 所 给 的 一 阶 微分 方程 ”= f(x,y) 不 是 变量 可 分 离 微分 方程 、 齐 次 微分 方程 、 一 
阶 线性 微分 方程 、 伯 努 利 方程 时 , 可 以 考虑 交换 自 变 量 x 与 未 知 函 数 y, 即将 * 作为 未 知 函 数 ， 
将 y 作为 自 变量 . 


例 4.2.3 设 有 微分 方程 -2y = p(x), 其 中 g(x) = | 


0,x>1 

上 的 连续 函数 y = y(x) , 使 其 在 (- % ,1) U (1, + o ) 上 满足 所 给 的 微分 方程 及 y(0) = 0. 
精 解 ”由 于 所 给 的 微分 方程 是 一 阶 线性 微分 方程 , 所 以 它 的 通 解 为 

y = eh(C+ [p(x)el dx) = (C+ [p(s)e*dr), (1) 


" 试 求 在 (-w%，,，+%) 


—2x 
2e “,x<l1, 


其 中 , pg(*)e-* = | 取 Jp(x)e*qs 为 
0， 


X > 1. 


| ed， x<1, 
x 1 
[ gl ea = 
1 % 
| og, x>1 
1 


于 是 式 (1) 成 为 


人 +e 一 -er),x < |， 


ex(C +0), x>1 


(2) 


人 +e2 2 -1,x<1, 
Ce2x ， b> 


将 初始 条 件 y(0) = 0 代入 式 (2) 得 C = 1 - e .于 是 式 (2) 成 为 


六 -ee )e”" +e -1 x<1， 


(1.=6 et, x>1 


| x<1, 


(1 -e)e2 ,xz >1. 
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由 此 可 见 上 只 要 定义 y(1) = e - 1, 就 可 以 求 得 题目 要 求 的 y = y(x)，, 其 中 
ex 1, x<1, 
y(%) = 1e2 -1, x=1, 


(1 -ee )e”*, x>1 


ES x 三 1, 


(1 -ee )e”*, x > 1. 
例 4.2.4 求 微分 方程 3y' - ysec x = ytan x 的 通 解 . 
精 解 ”由 于 所 给 微分 方程 可 改写 为 
dy 1 





和 3 sec XxX) "yy = 了 tan * 六 (=4 的 伯 努 利 方程 ) ， 


令 z = 人 二 = y 7 ， 则 式 (1) 成 为 
二 +secxy.z=-tanx (一 阶 线性 微分 方程 ). 

















它 的 通 解 为 
z= e-Jseerdr( C 十 | -tany%。 elsee sar qx) 
和 @ -ln(sec x+tan x) (C 加 [mm 元 el sec x+tan x) dx) 
1 
下 me = [am (sec x + tan %) dx | 
COSX _ _ 
二 alLC lans sec xdx [Csec x—1)dx] 
COSX 
-1 TeomalC — sec x — tan x + %). 
所 以 ,所 求 的 通 解 为 7?-3 = esz (Csecx tanx ya 
1 + sinx 
可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 
【主要 内 容 】 


(1) 


二 阶 微分 方程 的 一 般 形式 是 F(x,y,y',y) = 0( 其 中 必定 出 现 ), 它 的 标准 形 是 ” = 


f(x,y,y). 
有 三 类 二 阶 微分 方程 可 降 阶 成 一 阶 微分 方程 ,然后 求解 , 分别 如 下 : 
1. 微分 方程 y = f(x). 
求 这 类 微分 方程 通 解 的 步骤 如 下 : 


(1) 降 阶 成 一 阶 微分 方程 y = |/(x) dx 





记 








F(x) + Ci. 


第 四 章 ” 常 微分 方程 之 
179 





(2) 于 是 二 阶 微分 方程 的 通 解 为 y = [F(x)dx + Cix = 4(z) + Cix + Cs( 其 中 ,|F(x)dx 


ed 
2., 微分 方程 y ”= f(x,y') 
A en nea : 
(1) 令 p = y' 降 阶 为 一 阶 微分 方程 p” = f(x, p)，, 设 它 的 通 解 为 p = p(x, C1), 即 


oY = p(x, C1). (1) 


(2) 求解 式 (1) 得 二 阶 微分 方程 的 通 解 为 





y= [p(x, C1) dx 一 一 





F(x, CI) + C,. 

3. 微分 方程 多 = f(y,y') 

求 这 类 微分 方程 通 解 的 步骤 如 下 : 

(1) 令 p = y' 降 阶 成 一 阶 微分 方程 p 时 = f(y, 了 7). 设 它 的 通 解 为 p = p(y, C1), 即 


= p(y, C1). (2) 





(2) 求解 式 (2) 得 二 阶 微分 方程 的 通 解 


dy  _ 记 
= | p(y, C4 
0 加 


【典型 例题 】 





例 4.3.1 求 微分 方程 - ty = - 2x? 的 通 解 . 


精 解 给 微分 方程 是 yY = f(x,y’) 类 型 的 二 阶 微分 方程 , 所 以 令 p = y', 则 所 给 微分 
方程 降 阶 为 


六 -二 = - 2x2 (一 阶 线性 微分 方程 ). (1) 
式 (1) 的 通 解 


p= ee 十 | _ 2x2e) dx) 
1 
_ x _ 2 
= xe”(CI 有 二 dx ) 
= Xer(CI -2 |xe dx) 


= Xe"(CI +2 |xde 一 ) 
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= xe’ (Cl +2xe™” -2 [edx) 
= Xe"(CI +2xe ” +2e *) = Cixe” +2(x + 1)x. 
由 此 得 到 


dy = Cixe” +2(x + 1)x. 


dx 





因此 , 原 微分 方程 的 通 解 为 
y= [rcue +2(x +1)xldx = Ci(x—1)e” + 3 


+ x + C,. 
例 4.3.2 求 微 分 方程 wy" + x(y')? - Y = 0 满足 y(2) = 0,y'(2) = 方 的 特 解 


精 解 ”所 给 微分 方程 是 yY = f(x,y') 类 型 的 二 阶 微分 方程 , 所 以 令 P = y', 则 所 给 微分 


方程 降 阶 成 
ep -lp=-p (n = 2 的 伯 努 利 方程 ). (1) 
令 z = pl 了 = p", 则 式 (1) 成 为 
9 + 二 z = 1 (一 阶 线性 微分 方程). 
它 的 通 解 为 





三 eliw( C, 十 [|ePean) 
Cl WE (2) 


= (C1 + fxdr) = 二 (C1 +)= 0 


C 
由 初始 条 件 y'(2) = 广 得 z |， ，= 2, 将 它 代入 式 (2) 得 2 = 好 +1, 即 C1 = 2. 所 以 











-=2 OE _4+x 即 2x 
x 2 2x 4+x2 
由 此 得 到 
dy _ 2x 
dx 4+x2 


从 而 原 微分 方程 的 通 解 为 
(3) 





2 
y = I dx = ln(4+ 和 好 ) +C,. 


将 初始 条 件 y(2) = 0 代入 式 (3) 得 0 =jn8+c, 即 C， =-3ln2. 所 以 所 求 微分 方程 的 


特 解 为 
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y = ln(4 + 入) -3ln 2. 








例 4 3.3 。 求 微分 方程 多 + 二 (07 )2 = 0 的 通 解 ， 


精 解 所 给 微分 方程 是 y”= fy,y ) 类 型 的 二 阶 微分 方程 , 令 P = 7， 则 "= 9 将 
它们 代入 所 给 的 微分 方程 得 
i 


Pdy ] 一 
即 1 
p y-1 


上 式 两 边 分 别 积分 得 


Inp=2In(y—-1)+InCG, 即 p=C(y-1). 


由 此 得 到 


dy - _ 1 2 dy 
dx Ci(y 1) » 即 (y 1)? 一 C1dx. 





上 式 两 边 分 别 积分 得 原 微分 方程 的 通 解 为 


1 
-7 = Cx+C, 即 Pe 


y 一 





求 微 分 方程 y” + (y')”= 1 满足 y(0) = y'(0) = 0 的 特 解 . 


例 4.3.4 
A(y sy) 类 型 的 二 阶 微分 方程 , 令 p = y 则 =p 时 


精 解 ”所 给 的 微分 方程 是 = 
它们 代入 所 给 的 微分 方程 得 





上 式 两 边 分 别 积分 得 
1 
2 np < 1) 三 


-y+ 了 nC pp = Clean +1 (1) 


将 y(0) = 0, p(0) = y'(0) = 0 代入 式 (1) 得 C， = - 1. 于 是 式 (1) 成 为 


7 ， 即 p=+ Vl1- e -全 . 


p*=1-e 
2 日 dy = dy 
由 此 得 到 一 =+ MI-e,， 即 =+ dx 
dx 1 - e -2 
上 式 两 边 分 别 积分 得 
dy 四 e"dy 
| 一 天 二 =*z+C， 即 -和 :+ 


l= 
ln(er + Ve -1) =+x +0C,. (2) 


所 以 
将 y(0) = 0 代入 式 (2) 得 C，= 0. 所 以 
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ln(er + Ve2 -1) =+x 
即 er + Ver -1 = ef ,得 ve -1 = et -el 
上 式 两 边 平方 得 


% —% 
| oh ,_ e+e 
el1]=e**-2e*e +e2?, 即 er = 一 7 (3 ) 








二 阶 齐 次 线性 微分 方程 


【主要 内 容 】 


1. 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 解 的 构造 
形 如 多 +Px)y + Q(x)y = 0( 其 中 , P(x), Q(x) 都 是 已 知 函 数 ) (1) 
的 微分 方程 , 称 为 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 . 


如 果 yi (x) ,yz(x) 是 式 (1) 的 两 个 线 性 无 关 的 特 解 即 交 ee x 常数， 则 


y = Ciy(x) + Cy (%) 





是 式 (1) 的 通 解 . 
2. 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 
形 如 





y+py +9y =0 (其 中 , p, 9 都 是 常数 ) (2) 
的 微分 方程 , 称 为 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 . 
称 关 +pzr+9g =0 为 式 (2) 的 特征 方程 . 
关于 (2) 的 通 解 有 以 下 结论 : 
(1) 如 果 特 征 方 程 有 两 个 不 等 的 实 根 7, r,, 则 式 (2) 的 通 解 为 
y(x) = Cle™ + Ce 
(2) 如 果 特 征 方 程 有 两 个 相等 的 实 根 志 ,7r(r， = 7 ), 则 式 (2) 的 通 解 为 
y(%) = (CI + Cx)e™. 
(3) 如 果 特 征 方程 有 一 对 共 轿 复 根 r ，= a + iB(B6 关 0), 则 式 (2) 的 通 解 为 
y(%) = e™ (Cicos Bx + Cosin Bx). 
注 ”对 于 nn 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
YY +py py + +pay +pry =0 
的 通 解 也 有 类 似 的 结论 . 例如 ， 当 四 阶 常 系数 齐 次 线 . 性 微分 方程 
yO +Poy +p2y +p3y +pay = 0 (3) 
的 特征 方程 性 + pn’ + par” +par+p4 =0 有 4 个 互 不 相同 的 实 根 m , 7, 7, 4 时, 式 (3) 的 
通 解 为 






































y(x) = Cle + Ce + Cae + Cienri 
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当 有 实 根 (二 重 ) 和 (二 重 ) 时 , 式 (3) 的 通 解 为 
y(x) = (CI +Cox)e + (C3 + Cax)er,; 
如 有 不 同 实 根 7 ，r, 及 一 对 共 簿 复 根 w + ip(B 头 0) 时 , 式 (3) 的 通 解 为 
y(x) = Cie + Ce +e™ (CacospBx + Csin Bx); 
如 有 二 重 共 斩 复 根 w + jB(B 关 0) 时 , 式 (3) 的 通 解 为 
y(x) = e[(CI +Cx)cosBx + (C3 + Cax)sin Bx ]. 


【典型 例题 】 

例 4.4.1 设 y = (Cl +Cx)e~* +e*(C3cosx+Casinx) 为 某 个 常 系数 齐 次 线性 微分 方 
程 的 通 解 , 试 写 出 该 微分 方程 . 

精 解 ”所 求 的 微分 方程 应 是 四 阶 的 , 它 的 特征 根 为 - 2( 二 重 ) 以 及 一 对 共 斩 复 根 1 +i， 
所 以 特征 方程 为 


























(r+2)*(r-1-i)(r-1+i) =0， 
即 (r+4r+4)[(r-1)*+1] =0. 
化 简 整理 后 成 为 产 +2r -2r +8 = 0. 所 以 所 求 的 四 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 为 
y(4) +2 -2 +8=0. 
例 4.4.2 (单项 选择 题 ) 设 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
yY +ay +by=0 

的 每 个 解 y(x) 都 满足 lim y(x) = 0, 则 ,2 的 取 值 范围 为 ( ) 

A.w>0, <0 B.a<0,6b<0 

Cuw>0, 2 >0 D. w<0, >0 

精 解 ”所 给 微分 方程 的 特征 方程 为 + ar + 5 = 0. 记 它 的 两 个 特征 根 为 mm , r,. 由 于 每 
个 解 y(x) 都 满足 lim y(%) = 0, 故 ,7 的 实 部 都 为 负数 ,从 而 


a=-(r+) >0, b=r:r, >0， 











因此 本 题 选 C. 
例 4.4.3 求 微分 方程 
cosx*y —-2sinx*y +3cosx"y=0 
的 通 解 . 
精 解 ”将 所 给 微分 方程 改写 成 


(cosx*y” -2sinx*y -cosx*y) +4cosx:y =0， 





即 [cosx *y” +2(cos x)’y’ + (cos%x)’y] +4cosx.y = 0. (1) 
显然 , 式 (1) 左边 方 插 号 内 为 (cos x y)”, 所 以 式 (1) 为 
(cosx*y)” +4cosx:y = 0， 
故 令 w = cos x y, 则 所 给 微分 方程 成 为 
uw +4u = 0 (二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ). 
它 的 特征 方程 +4 = 0 的 根 为 2，- 2i, 所 以 通 解 为 
u = Cicos 2x + Csin 2x. 


从 而 所 给 的 微分 方程 通 解 为 























cosx*y= Cicos2x + Csin2x， 即 y = (Ccos 2x + Cosin 2x). 
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注 ” 当 所 给 的 方程 是 齐 次 线性 微分 方程 , 但 不 是 稼 系数 时 , 可 考虑 作 适 当 的 变量 代 换 ， 
将 所 给 的 微分 方程 转换 成 常 系数 的 . 这 是 解 稍 复 杂 二 阶 线性 微分 方程 常用 的 方法 

例 4.4.4 设 函 数 y = y(x) (x > 0) 满足 微分 方程 

yY +y -2y=0 

及 条 件 y(0) = 6,y(ln 2) = 5. 求 函 数 p(x) = y(ln x) 的 表达 式 . 

精 解 ”算出 满足 条 件 y(0) = 6,y(1ln 2) = 5 的 特 解 y = y(x) , 即 可 得 到 p(x) 的 表达 
式 . 所 给 的 微分 方程 是 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 , 它 的 特征 方程 了 ”+r -2 = 0 的 根 为 
r = 一 2, 1. 所 以 该 微分 方程 的 通 解 为 











y = Clie + Coes. (1) 
利用 y(0) =6,y(ln2) = 5 得 
6= C+ GC,, 
1 即 C，= 4，C， 三 2. 
$S = 4 十 之 Ca ， 


将 它们 代入 式 (1) 得 
y = 4e- 2 +2e". 
于 是 p(x) =y(lnx) = 4e- mxz+2en* = 人 +2x(x > 0). 
bg 
例 4.4.5 求 微分 方程 y+ 2ky' +y = 0(k 是 常数 ) 的 通 解 . 
精 解 ”所 给 微分 方程 是 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 , 它 的 特征 方程 ”+2kr+1 = 0 的 








根 为 
- 
,2 2 -4 
于 是 , 当 | 1 > 工时 , 7 ,zr 是 两 个 不 同 的 实数 ,此 时 所 给 微分 方程 的 通 解 为 
y = Cle -ht VE- 十 Ce YP-Dsi 


当 | | = 1 时 , r= r，= 一 ,此 时 所 给 微分 方程 的 通 解 为 
y= (C1 + Cx)e Ai 
当 | <1 时 ,= 一 ti MI 一 及 ,7r，= -和 -i Vl- 及 是 一 对 共 思 复 根 , 此 时 所 给 微 
分 方程 的 通 解 为 





y = eK[Cicos( V1 -px) + Csin( V1 -hx)]. 


二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 


【主要 内 容 】 


1. 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 解 的 构造 
形 如 





yy +P(x)y + Q(x)y = f(x) (1) 
其 中 P(x), Q(x) , f(x) 都 是 已 知 函 数 , f(x) 不 恒 为 零 ) 的 微分 方程 , 称 为 二 阶 非 齐 次 线性 
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微分 方程 , 称 
y +P(x)y’ + Q(x)y =0 (2) 
是 式 (1) 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 . 
如 果 Y(x) 是 式 (2) 的 通 解 ,y* (x) 是 式 (1) 的 一 个 特 解 , 则 
y(x) = Y(x) +y” (x) 




















是 式 (1) 的 通 解 . 

2. 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 特 解 

形 如 多 +PY +qy = f(x) (3) 

其 中 bp, 4 是 常数 , f(x) 是 已 知 函 数 ,f(x) 不 恒 为 零 ) 的 微分 方程 称 为 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 
微分 方程 . 

(1) 当 f(x) = P (x)e*“*( 其 中 ,A 是 常数 , P,,(x) 是 关于 x 的 m 次 已 知 多 项 式 ) 时 , 式 

(3) 有 特 解 








y” = Qn (x)e™, 
其 中 , 按 入 是 方程 y+py' +gy = 0 的 特征 方程 的 零 重 根 ( 即 不 是 特征 方程 的 根 )、 一 重 根 、 
二 重 根 对 应 地 取 0, 1, 2, Q,(x) 是 x 的 m 次 多 项 式 , 其 系数 可 将 y”= x*0,, (x)e*“* 代 入 式 (3) 
确定 . 

(2) 当 f(x) = em[ Pi(z)cos Bx + P,(x)sin Bx]( 其 中 a, B 都 是 常数 , P(x) ,P(x) 分 
别 是 关于 x 的 1 次 和 n 次 已 知 多 项 式 ) 时 , 式 (3) 有 特 解 
y”* = xt[RID (x)cos Br + RY (x)sin Bxle™, 

其 中 ,k 按 a + iB 是 方程 YW + py + gy = 0 的 特征 方程 的 零 重 根 、 一 重 根 对 应 地 取 0, 1， 
RAD (x) ,ROD (x) 都 是 关于 x 的 m(m = max|1, n| ) 次 多 项 式 , 它们 的 系数 可 将 y” = 
x*[ RWD (x)cos Bx + RW) (x)sin Bx]e” 代入 式 (3) 确定 . 
































【典型 例题 】 

例 4.5.1 (单项 选择 题 ) 函数 y = Cle” + Ce + we 满足 的 一 个 微分 方程 为 ( 
A.y -yy -2y = 3xe” B. yy -yy -2y =3er 

C. y+y -2y = 3xe” D.y +)y -2y = 3e" 

精 解 7y 应 是 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 


yY +p1y +p2y = f(x) (1) 
的 通 解 , 其 中 Cle* + Ge 是 y+piy’ + py = 0 的 通 解 ,所 以 它 的 特征 方程 和 根 + = 1， 
-2, 于 是 pl =-(1-2)=1,p,=1x(-2) =-2. 将 它们 代入 式 (1) 得 
六 + -2 = Ax). (2) 
由 于 xe* 是 式 (2) 的 特 解 ， 所 以 
f(x) = (xe*)” + (xe*)’ -2(xe’) = (x +2)e* + (x+1)e” -2xe” = 3e.. 
因此 本 题 选 D. 
例 4.5.2 设 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 WW +ay’ +by = 0 的 通 解 为 y = (CI + Cx)e”， 
求 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 y+ ay’ + by = x 满足 初始 条 件 y(0) = 2,y'(0) = 0 的 特 
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解 . 





精 解 ”由 于 
yY +ay +by=0 (1.) 
的 通 解 为 (CC + CX)e”, 所 以 式 (1) 的 特征 方程 六 +ar+b =0 有 根 + = 1( 二 重 ), 从 而 a = 
-(1+1)=-2,2=1xl=1. 因此 y+ay +by =x 为 
-2 +y =% (2) 
式 (2) 有 特 解 4 + Bx, 将 它 代入 式 (2) 得 
-2B+A+Bx = Xx. 























于 是 有 { 3 4 = 2, 8 = 1, 所 以 式 (2) 有 特 解 2 + x 从 而 式 (2) 的 通 解 为 
y= (C+Cx)e" +2 十 %， (3) 
并 且 y = (CI +C +Cx)e” +l1. (4) 
将 y(0) = 2,y'(0) = 0 代入 式 (3)、 式 (4) 得 
ee 1 
0 sr 


将 它们 代入 式 (3) 得 所 求 微分 方程 的 特 解 为 
yy=-xer+2+YX=xX(1-e) +2. 
例 4.5.3 已 知 =xer +e = xe"+e™*,y; =xwer+e2 -e 是 某 非 齐 次 线性 微分 
方程 的 三 个 解 , 求 此 微分 方程 . 
精 解 ” 设 所 求 的 非 齐 次 线性 微分 方程 为 








多 +PYy +p2y = f(x) (其 中 pi ,ps 为 常数 )， (1) 
则 yi 一 yy =e,， (yi 一) + (yi 一 ;3) = e* 都 是 式 (1) 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 
y +p1y +py = 0 (2) 


的 解 ,从 而 式 (2) 的 特征 方程 








+Ppr+pz =0 
有 根 r = 一 1,2, 所 以 pi =-(-1+2) =-1,m=(-1)x2=-2. 将 它们 代入 式 (1) 得 
y” -yy -2y = f(x). (3) 
由 于 yy 是 式 (3) 的 解 , 其 中 ,e” 是 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 特 解 , 所 以 xe* 是 式 (3) 的 
特 解 ,从 而 











f(x) = (xe*)” —- (xe”)’ -2xe” 
= (x+2)e*—- (x+1)e” -2xe” = (1 -2x)e”. 
将 它 代入 式 (3) 得 所 求 的 微分 方程 为 
yY -yy -2y = (1 -2x)er. 
例 4.5.4 求 微 分 方程 YW + 2y -3y = e 的 通 解 . 
精 解 ”所 给 的 微分 方程 





y+2y -3y = ee (1) 
是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 , 它 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 
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y +27 -37 =0 (2) 
的 特征 方程 + 2r -3 = 0 的 根 为 + = -3,1, 所 以 式 (2) 的 通 解 为 
Y= Ce™ +C,e'. 
此 外 , 式 (1) 有 特 解 
y” = Axe™. (3) 
将 它 代入 式 (1) 得 
(Axe™™*)” +2(Axe™™”)’ -3(Axe™”*) = e™, 
即 4(-6+9x)e+24(1 -3x)e-3z -34xe-3 = ee ™. 
化 简 后 得 -44 = 1， 即 4 = - 元. 将 它 代 入 式 (3) 得 y”= - 了 re 
因此 , 式 (1) 的 通 解 为 
yy = 了 +y”= Ce +Cer - re 
例 4.5.5 求 微分 方程 W +y = x + cos x 的 通 解 . 
精 解 ”所 给 的 微分 方程 
y+Yy =X+ceosx (1) 
是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 , 它 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 为 
y+y=0, (2) 
其 特征 方程 + 1 = 0 的 特征 根 为 1，- i, 所 以 式 (2) 的 通 解 为 
了 = Cicos x + Csin x. 
此 外 , 式 (1) 有 特 解 
y™” =ao +ax +x(beos x + csin %). (3) 


(注意 :由 于 y+y = x 应 有 特 解 ao + alx,y +y = cos x 应 有 特 解 x(beos x + csin x), 所 以 
y+y =x + cosx 有 特 解 ao + alx +x(beos w+ csinx)). 
将 式 (3) 代入 式 (1) 得 


[ao talx +x(beosx +csinx)]” + [ao +ax +x(beosx +csin x)|] = wx + cosx, 








即 [2ccosx -2bsinx +x(—~beosx—csinx)] +[ay tax +x(beos x +csin%)] = x +cosx, 


化 简 后 成 为 
ao + a1xX +2ccos x —2bsinx = x% + Cos%, 
由 此 得 到 
1 
= = 6 Se 
ag =0, & s 0，c 7 





将 它们 代入 式 (3) 得 


= x + xXxsin x. 
. 2 


因此 , 式 (1) 的 通 解 为 





s 
y=Y+y” = Cicosx+C,sinx + % + FXSin 和 
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二 阶 欧 拉 方程 
【主要 内 容 】 
形 如 ypixy +p2y = f(x) (其 中 pi，, ps 是 常数 ,f(x) 是 已 知 函数 ) 的 微分 方程 称 为 二 
阶 欧 拉 方程 . 
令 x = e', 上 述 的 欧 拉 方程 转化 为 二 阶 常 系数 ( 齐 次 或 非 齐 次 ) 线性 微分 方程 
d+ (p -DY +py = fo). (1) 
然后 在 式 (1) 的 通 解 中 用 : = ln x 代入 即 得 二 阶 欧 拉 方 程 的 通 解 . 
【典型 例题 】 
en 
精 解 ”所 给 微分 方程 是 欧 拉 方 程 . 令 * = e', 则 得 
名. 2 于 +27 = ie + ex (二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ) (1) 
式 (1) 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 为 
yy oy (2) 


di dt 
其 特征 方程 -2r + 2 = 0 的 根 为 1 +i, 1 -i, 所 以 式 (2) 的 通 解 为 


了 = e'(Cicost+C,sint). 





此 外 式 (1) 有 特 解 





y”= (ao +ait)e' + be”, (3) 
将 它 代入 式 (1) 得 
[ (ao + ait)e! + be ]” -2[(ao +at)e'+ be2]' +2[(ao +ait)e’ + be’”| = te'! + e”, 
即 [(oo +2al + at)e’ +4be’] -2[ (a0 +al +ait)e’ +2be”] +2[(ao +alt)e’: +be”]| = 
te' + e2 ， 
化 简 后 成 为 
by + alt)e'! +2be’” = te' + e2 


由 此 得 到 a, =0, oj = 1,) = 半 将 它们 代入 式 (3) 得 


y” = te! + 


从 而 式 (1) 的 通 解 为 
7 = 了 +Yy”=e(Cicost + Cosint) +te' 十 可 ex 


将 上 = In x 代入 上 式 得 所 给 的 欧 拉 方程 的 通 解 为 
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y = x(Cicoslnx+ Csinlnx) +xlnx+ 3 
例 4.6.2 求 微分 方程 (x + 1)y” + y = In(x +1) 的 通 解 . 
精 解 “所 给 微分 方程 可 以 改写 成 
(x+1l)2+(x+l)y = (x+1)lIn(x +1). (1) 
显然 , 式 (1) 是 二 阶 欧 拉 方 程 , 令 x + 1 = e! 可 将 式 (1) 化 为 
ue 即 SY = ie (2) 
解 式 (2) 得 
个 三 [ed: = (1 一 1)e' +Ci, 
= | [C= We Ol = (0 Cy (3) 
将 上 = In(x +1) 代入 式 (3) 得 所 给 微分 方程 的 通 解 
y= [ln(x+1) -2](x+1) +Cln(x+1) +C,. 
例 4.6.3 求 微分 方程 好 人 +xy' -yy = T(x > 0) 的 通 解 . 
精 解 给 微分 方程 是 二 阶 欧 拉 方程 , 故 令 x = e', 则 得 
二 二 i 
(1 入 Ye 
妈 9 -y= 。 (二 阶 党 系数 非 齐 次 线性 微分 方程) (1) 
式 (1) 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 为 
2 
SF-y=0 (2) 
它 的 特征 方程 -1 =0 有 根 r =-1,1, 从 而 式 (2) 的 通 解 为 
Y= Cie + Ce 
此 外 , 式 (1) 有 特 解 Y” = Ate™. (3) 





将 它 代 入 式 (1) 得 
(Ate™')” -Ate'=e™', 
即 -2Ae”'=e', 





所 以 4 = -地 将 它 代入 式 (3) 得 y ”= -六 te”， 因此 式 (1) 的 通 解 为 


一 上 


y =Y+y” 三 Cie- + Cae' ~ 3te a 
从 而 所 给 的 欧 拉 方程 的 通 解 为 


Cl ln x 
y= +C% -7 (x >0). 
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求解 方程 y(z) = | g(x,y (7) ) dt + 有 h(x) 的 方法 


【主要 内 容 】 


求 满足 方程 y(z) = g(%,y(?))di+h(x) (其 中 ,g(x, uw) 是 已 知 的 连续 函数 ,h(x) 是 已 


知 的 可 微 函 数 ) 的 连续 函数 y(t) 的 步 又 如 下 : 

(1) 将 g(x,y(1)) 中 的 x 移 走 , 例如 移出 到 积分 号 外 , 或 通过 适当 的 变量 代 换 移 到 积 4 
上 限 . 

(2) 经 过 上 述 处 理 后 的 方程 两 边 对 x 求 导 ( 一 次 或 两 次 ) 转换 成 微分 方程 , 求解 此 微分 方 
程 (此 时 的 初始 条 件 可 从 所 给 的 方程 中 得 到 ) ， 即 得 未 知 函数 y(x) 的 表达 式 . 


【典型 例题 】 





例 4.7.1 求 满足 方程 (1) dt = x2y(x) - 1 的 连续 函数 y(x) (x 1). 


精 解 ”由 y(x) 连续 知 | 这 (7) di 可 导 ,从 而 由 所 给 方程 知 y(*) (x > 1) 可 导 . 因此 ,所 给 
方程 两 边 对 求 导 得 
yx) = 2xy(x) + xy’ (x), 
i Ds 过 一 (一 阶 齐 次 微分 方程 ). (1 
令 y = wu, 代入 式 (1) 得 





du _ dx 


dx _ 2 
& +X = 2 ， 即 J 3 了 





上 式 两 边 分 别 积分 得 





二 一 = Co , 即 二 = Cw? 由 此 得 到 


3x 








~ 2 

由 所 给 的 方程 知 y(1) = 1. 将 它 代 入 式 (2) 得 1 = 一 一 即 C = -2 将 它 代入 式 (2) 

得 
3x 
We Ti 
例 4.7.2 设 g(x) 是 连续 函数 , 且 满 足 方程 
eg(xz) = -| (Dp, 
0 

求 p(x). 


精 解 ”将 所 给 方程 改写 成 
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pH) = 可 -| od + | wa 
(即将 被 积 函 数 中 的 x 移出 积分 号 ), 并 在 上 式 两 边 对 % 求 导 ( 由 于 g(x) 连续 , 所 以 由 上 列表 
达 式 知 p(x) 可 导 ) 得 


p(x) = -|] pd aps) +ap(%) = -| pd 


即 a -| ede (1) 


式 (1) 两 边 对 % 求 导 得 
G(x) =e -p(x), BP g(x) + p(x) = er (2) 


它 有 特 解 p”= Fe 此 外 它 对 应 齐 次 线性 微分 方程 pg"(x) + p(x) = 0 的 通 解 为 B = 








Cisin x + Ccos x， 因此 式 (2) 的 通 解 为 





p(x) =p” + = Fe" + Clsin + C2cos x, (3) 


并 且 p'(x) = Fe + Cicos % 一 C,sin x. (4) 
由 题 设 中 所 给 的 方程 及 式 (1) 知 p(0) = 1, pg'(0) = 1. 将 它们 代入 式 (3) 和 式 (4) 得 


+ (> ， 
即 Ci = -7 


将 它们 代入 式 (3) 得 
p(x) = 六 (sinx + cosx +e”). 
例 4.7.3 设 函 数 y(x) 具有 连续 导数 , 且 满足 方程 
y' (x) +3 [ya + 2x y(n) a +e”=0 
0 0 
及 y(0) = 1, 求 y(x) 的 表达 式 . 
精 解 首先 应 由 变量 代 换 w= 名 将 用 y(t) di 中 的 x 移 到 积分 上 限 ， 


令 凡 = xt 


二 一 一 2 ya 





1 1 
2x (REE = 2 | y(n dla) 

将 它 代入 所 给 方程 得 
yO) +3 yD +2 yd re =0. 


上 式 两 边 对 x 求 导 得 
y+3y' +2y = e-( 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ) ， Cn 
式 (1) 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 为 
yy +3y’ +2y = 0, (2) 
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它 的 特征 方程 ”+ 3r +2 =0 有 根 r =-1，-2, 所 以 式 (2) 的 通 解 为 
Y= Cle + Ce-2x. 
此 外 , 式 (1) 有 特 解 y” = 4xe. 将 它 代入 式 (1) 得 
(Axe™*)” +3(Axe™)’ +2(Axe™*) = e™, 
即 A(x -2)e™* +3A(1 -x)e™ +2Axe™ = e™. 
化 简 得 4 = 1, 所 以 式 (1) 有 特 解 y” = xe. 从 而 式 (1) 的 通 解 为 


y(x) = Cle +Ce ”+xe™, 











且 y'(x) =- Cle™* -2Ce “+ (1 -x)e™. 


由 题 设 知 y(0) = 1, 此 外 由 所 给 方程 知 y(0) = -1, 将 它们 代入 式 (3) 、 式 (4) 得 


1= C+ CGC, 
| I 即 C =0， C=1. 


=1 ==C, =2C, 4+1, 
将 它们 代入 式 (3) 得 所 求 的 


一 2% 一 和 


y(x%) = e + Xe . 
例 4.7.4 设 连 续 函 数 y(x) 满足 方程 


y(x) = -x a +y'(x) (x 三 1), 





且 lim 半 委 存在 , 求 y(x) 的 表达 式 


x3 


精 解 ”将 | 2 2dy 前 的 = 除去 得 








WD) gp Dg 
1 1 


上 式 两 边 分 别 对 x 求 导 得 


/了 Uh /了 
En li i 2 一 
x? x? 2 


会 
或 
起 
em 





» XxX+l 


+ = - 22 (可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 ) 
令 p = y', 则 式 (1) 成 为 
p+ 1p = -2x? (一 阶 线性 微分 方程 ) 


它 的 通 解 为 


p= ee + | - 2x2el -tdx) 


三 xerl ci | . Led ) 


(3) 
(4) 


(1) 
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= Xer(CI -2 |xe “dx) 
= Xer(CI +2xe” +2e 一 ) 
= Cixe” +2x” + 2x. 
于 是 式 (1) 的 通 解 为 
y(%) = JpCs) dx = [cue +2x2 +2x)dx 





= C(t -De tr + + (2) 
下 面 确定 式 (2) 中 的 C1 与 C;. 
由 lim 半生 存在 知 C，= 0, 所 以 


y(x%) = 了 十 %2 十 (>， (3) 
将 x = 1 代入 所 给 的 方程 得 y(1) = 1 + y'(1). 于 是 由 式 (3) 得 
+1l+C =1+2+2, 即 C= 


将 它 代入 式 (3) 得 y(x) = 了 + + 


练习 题 四 


1. 单项 选择 题 
(1) 设 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 y' + p(x)y=gq(x) 的 两 个 不 同 特 解 为 yj (x),y, (xz)， 
C 为 任意 常数 , 则 该 微分 方程 的 通 解 为 ( 大 











A.Cly(x) -y(x)] B.yi(x) +Clyi(x) -yx)] 
C. Clyi(x) +y,(%)] D. yi(x) +Clyi(x) +y,(%)] 
(2) 已 知 自 变量 * 与 函数 y = y(x) 在 任意 点 * 处 的 增 量 分 别 为 Ax 与 Ay = .Yes + 








1 +x? 

o(Ax) ,Hy(0) =7, 则 y(1)=( js 

A.27 B. C. et D. me* 

(3) 设 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 y" -2y' +2y =ersin x, 则 它 应 具有 的 特 解 形式 为 
( ). 

A.e . axsin x B. er . axcos x 

C. e*(acos x +bsin x) D. e”* .x(acos x +bsin x) 

(4) 设 yi(x) ,ys(x%) ,ya(%) 都 是 二 阶 线性 微分 方程 

y+ P(x)Y + Q(X)Yy = f(x) 

的 特 解 , 且 汪 一 J 不 本 为 常数 , 则 该 微分 方程 的 通 解 为 ( y 
A. (1 -C1 -C2)y1(x) +Ciy(%) + Cay3(%) 
B. Ciyi(x) + Cy (%) + C3y3(%) 
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C. Ciy1(%) + Cay (%) +y3(%) 

D.CiLys(%) —y(x)] +C ly3(%) -yi(%)] 

($5) 微分 方程 xy” +wxy' +y=2sin(lnx) 应 具有 的 特 解 形式 为 ( ). 

A. ucos(lnx) +bsin( ln x) B. [acos(ln x) +bsin(ln x) Jln x 
C. axcos( In x) D. bxsin( ln x) 


(6) 设 y=y(x) 是 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 多 +py' +gy=0 的 通 解 , 且 并 和 是 以 7 为 周 
期 的 周期 函数 , 则 常数 bp,g 的 值 为 ( ). 








A. -4,—8 B. -4,8 
C.4, -8 D.4,8 
(7) 设 y =wxe” +e”,y, =xe” +e “是 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 多 +py + gy =f(x) 的 两 个 


特 解 , 则 p,q 的 值 及 该 微分 方程 的 通 解 为 | 

A.1, -2,Cie-z+TCe2 +wer 

B. -1, -2,Cie 一 +Coe2 +xe” 

C.1,—2,Ciy1 +C2y2 

D. -1, -2,C1y1 + Cy 

(8) 已 知 曲线 y =y(x) 在 原点 处 的 切线 垂直 于 直线 x +2y =1, 并 且 y(x) 满 足 微分 方程 
yy" -2y' +5y=e*cos 2x, 则 y(x) =( ). 











A.e*(cos 2x +sin 2x—1) B. e* (sin 2x -cos 2x+1) 

C. 2xe”sin 2x D. 2xe” cos 2x 

(9) 具有 特 解 y, =e 环 ,y, =2xe 下 及 y3 =3e* 的 三 阶 常 系 数 齐 次 线性 微分 方程 为 ( ). 
A.y -yy -y +y=0 B.y” +y-y -y=0 

C.y” -6y +11ly’ -6y=0 D.y” -2y”-y’+2y=0 


(10) 设 函数 y=y(9) 满 足 | or(O)d = 避 +y(), 则 y(x)=( ) 


A.2(1 + ei) B.2(1 - ei™) 
Ca tg D.2(1 - e-22) 
2. 解答 题 


(1) 求 微分 方程 + ycos x = (lnx)e mx 的 通 解 . 
(2) 求 微分 方程 xy' +y -ylnx =0 的 通 解 . 


(3) 求 微分 方程 (4 二 一 yjaretan = x 的 通 解 . 
x 


(4) 求 微分 方程 2yy' + 2xy? = esin x 的 通 解 . 











x 三 1,， 


(5) 设 微分 方程 y + P(x)y = x? ,其 中 ,P(x) = 求 在 (- % , + o ) 上 连续 





的 函数 y = y(x) ,使 其 满足 所 给 的 微分 方程 及 初始 条 件 y(0) = 2. 


(6 ) 求 微 分 方程 y' ee 的 通 解 . 


(7) 求 微分 方程 (3x + 2)y” = 6xy' 的 解 ,使 它 在 * 一 0 时 与 e* -1 是 等 价 无 穷 小 . 
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(8) 设 函 数 y(x) 在 (- o ,0] 上 连续 , 且 满 足 
y(x) = er +er [¥ (Wa, 
0 
求 y(x). 
(9) 设 函 数 y(x) 在 [0, + % ) 上 有 连续 导数 , 且 满 足 
yx) =1+% +2/ 0) y(t) y(t) dt, 
求 y(x). 
(10) 求 微分 方程 y+4y =x +3sin 2x +2cos x 的 通 解 . 
(11) 求 微 分 方程 y+a?y = sin x 的 通 解 ,其 中 ,常数 a >0. 
(12) 求 微分 方程 x*y" -xy' +2y =xln x +x? 的 通 解 . 
练习 题 四 解答 
一 、 单 项 选择 题 
(1)B (2) D (3) D (4) A (5)B (6)D (7) B 
(8) D (9) B (10) B 
二 、 解 答题 
(1) 通 解 为 y=e-iS "(C+f (ln x)e in” eleos xdr dx ) =e sn*[C+x(lnx—-1)]. 
(2) 令 z= ，, 则 所 给 微分 方程 成 为 
到 1, lnx 
它 的 通 解 为 


=«(C 一 dx ) = (C 再 于 二 ) 
=Cx+lnx+l. 
所 以 原 微分 方程 的 通 解 为 y= 二 一 上 一 二 
x+lnx+l 
(3) 将 所 给 微分 方程 改写 成 


(于 三 工 jaretan 工 = 


令 凤 = 并, 则 有 arctanudu = Tdx, 即 warctan u — Fin(1 +12) =lnx+ FIn C. 


2uarctanu 
e 


所 以 2 二 Cx2. 因此 原 微分 方程 的 通 解 为 
Uu 








Caretan 到 C(x? 于 记 ). 
(4) 令 z=y, 则 所 给 微分 方程 成 为 
z +2xz = esin x. 


它 的 通 解 为 2 三 6 十 [esin X 。 ofrdx ) 
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计 e*(C + [sin xdx) = e-*(C 一 Cos x). 
所 以 原 微分 方程 的 通 解 为 





y= e 一 (C — cos x). 


(5) 通 解 为 y = e-JP WC 十 [eel? aas) 2 (C1) 





x 


[a, x 三 1,， 


其 中 ,P(x) 的 一 个 原 函 数 为 | P(t) dt -全 f I 站 


x2ejecod 的 一 个 原 函 数 为 


J 1 
| ie zcodedi 三 
1 


于 (只 -1， X% >1 
将 它们 代入 式 (1) 得 
J + Xe ll -2xexr-1 +2e*-1-1), x1, 
7 1 Li 和 | 
(C+is -4 X > 1. 


将 y(0) =2 代入 上 式 得 C=1. 所 以 所 求 的 连续 函数 为 
-2x +2，Y 近 1， 

一 1 3 1 3 
Ax :A 5 x>1. 


(6) 将 微分 方程 改写 成 








i 即 0 
dy y dy y 
它 的 通 解 为 x = efrw(c + [Cam y +1)elrvdy) 
1 1 \ > 
= 7 [c+ flin y+) | 
二 Lew + yln y). 
小 
(7) 令 p = yY, 则 所 给 微分 方程 成 为 
p” Ox 
p 3x +2 


所 以 p=Ci(3x? +2) , 即 信 =C1(3* +2). 因此 y=Cix? +2Cix + C0;. 


要 使 盖 0 时 y 与 es -1 是 等 价 无 穷 小 ,必须 满足 C = 二 ,C =0. 所 以 所 求 的 解 为 y = 





第 四 章 ” 常 微分 方程 << 
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EE 二 党 ; 
(8) 将 所 给 微分 方程 改写 成 
Mw) = 1 + | yd 
e; 0 
上 式 两 边 对 x 求 导 得 
= y(%) = yx), Ny -y= ey. 
记 w = 二 , 则 上 述 微分 方程 成 为 w+u= -。*, 它 的 通 解 为 
u = e-jarc 十 | 一 er ， eidx) = Ce™-— Fe" 
1 i 3 WD ed ee 
0 > 所 以 w= Fe = 7 ,从 而 
” 3e -er WO 
(9) 所 给 等 式 可 化 简 为 
二 人 | (0d 
两 边 对 x 求 导 得 y =, 所 以 y= 二 将 y(0) =1 代入 得 C=1. 所 以 所 求 的 y(x) 3 . 


(10) 所 给 微分 方程 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 特征 方程 是 +4 =0, 其 根 为 -2i,2i, 所 
以 其 通 解 为 了 = Clcos 2x + Csin 2x. 根据 微分 方程 右边 的 函数 知 ,所 给 微分 方程 应 有 特 解 








y” = (ago +ax +ax) +x(bicos2x + bsin2x) + (cicos x + csin x). 
将 它 代入 所 给 微分 方程 得 
1 1 3 多 
C0 Tg Ql = 0,a; = 4 4 by = 0,c 一 村? = 0; 
所 以 ,y* = -总 + -eo 2x + 了 cos x. 因此 通 解 为 
x 5 1 1 3 2 
y=Y+Y = Cicos 2xX + Csin 2% Se -0s 2% + 本 08 和. 


(11) 所 给 微分 方程 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 特征 方程 是 +a” =0, 其 特征 根 为 ia， 
-io, 所 以 , 它 的 通 解 为 了 = Cicos ax + Csin ax. 
当 a 关 1 时 , 原 微 分 方程 有 特 解 y”= Acos x + Bsin x. 将 它 代 入 原 微 分 方程 得 
1 


a -1 











A=0,B= 





sin X. 








所 以 y*= mn x 从 而 原 微分 方程 的 通 解 为 y=Y+ty* =Cicos ax + Cosin ax + 
a” 一 a” 一 
当 a=1 时 , 原 微 分 方程 有 特 解 y”=x(4icos x + Bisin x) ,将 它 代 入 原 微分 方程 得 

1 


4 =- B1 =0. 


所 以 y* = -eos x. 从 而 原 微分 方程 的 通 解 为 y=Y+y* =Cicos x+C,sinx -xcos x. 


2 
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(12) 令 x=e', 则 所 给 微分 方程 成 为 


et (1) 
它 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 特征 方程 -2r +2 =0 有 特 和 


FE 根 1 -i 与 1+i, 所 以 其 通 解 为 
了 = e'(Cicost+C,sint). 
此 外 , 式 (1) 有 特 解 








这 


y”= e'(ao +at) +pe2. 





将 它 代入 式 (1) 得 mw =0,a =1.8 -六 所 以 y* =ie 13 因此 式 (1) 的 通 解 为 





y=Y+y” =e'(Cicost+Csint) +te' + | 


从 而 原 微分 方程 的 通 解 为 y=x[ Cicos(ln x) +C,sin(ln x)] +xln x 和 





附录 高 等 效 笠 的 应 用 
变 力 做 功 的 计算 


【主要 内 容 】 


质点 M 在 变 力 下 的 作用 下 沿 x 轴 从 点 A( 其 坐标 为 wo ) 移动 到 点 B( 其 坐标 为 x ) ， 则 所 
做 的 功 为 
W = | Fdx. 


【典型 例题 】 


例 附 1.1 设 半径 为 R 的 半球 体 沉 和 水中， 其 大 圆 所 在 平面 正好 与 水 面 齐 平 ， 球 的 重度 
为 p(p >1). 现 将 球 从 水 中 提出 ， 间 做 功 多少 ? (假设 水 的 重度 为 pl ， 水 面 的 高 度 不 变 . ) 
精 解 ” 这 是 一 个 变 力 做 功 的 问题 ， 由 于 在 半球 体 被 提 下 
出 水 面 的 过 程 中 ， 在 水 下 部 分 体积 不 断 减少 ， 即 浮力 不 断 
减少 ， 因 此 只 要 写 出 球 心 位 于 (0, 0, 1?) (0<i<R) 人 处 时 半 
球体 的 位 于 水 中 的 体积 V(t) 即 可 . 





























以 xOy 平面 为 水 面 ， 球 心 的 初始 位 置 为 原点 作 直 角 坐 
标 系 ， 如 图 附 1.1 所 示 ， 当 球 心 位 于 (0，0, 1) 时 ,该 半 
球体 排 开水 的 体积 为 图 中 阴影 部 分 (其 中 4B 的 方程 为 y = a yt 


V 民 -(z-t)”, t+-R<z<0) 绕 z 轴 旋转 一 周 而 成 的 旋转 图 附 1.1 
体 体积 V(t)， 即 
VO) =r 人 | [Rs]d = "rR | 
t—R 2-3(2-t) 


0 





i-R 


= 本 (2 惨 -3iR2 + 8). 


由 此 可 知 ， 半 球星 z -t= - VR -x? -yy(0<t<R) 状 态 时 ， 半 球 的 受 力 为 





F =- 子 mRap 一 本 (2 — 3tR* + ) :pi 
(球体 重力 ) (浮力 ) 
= 本 m(2Rap -2R3p +3iR2p - tp1). 


于 是 ， 将 半球 从 水 中 取出 所 做 的 功 为 
W a|, a -2R3p, +3IR2p - Bp1) dt 
0 3 
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=- 子 mrRtp = FmRpr. 

例 附 1.2 为 了 清除 井 底 的 污 泥 ， 用 缆绳 将 抓 斗 放 入 
井 底 ， 抓 起 污 泥 后 提出 井口 ( 见 图 附 1.2). 已 知 井 深 
30m， 抓 斗 自重 400N， 缆 绳 每 米 重 SON， 抓 斗 抓 起 的 污 
泥 重 2000N， 提 升 速度 为 3m/s， 在 提升 过 程 中 污 泥 以 
20N/s 的 速率 从 抓 斗 颖 附中 漏 掉 . 现 将 抓 起 污 泥 的 抓 斗 提 
升 至 井口 ， 问 克服 重力 所 做 的 功 为 多 少 焦 耳 ? (其 中 1N 
xlm=1J，m，N，s， 本 分 别 表 示 米 、 牛 顿 、 秒 及 焦耳 ， 
此 外 ， 抓 斗 高 度 及 位 于 井口 上 方 的 缆绳 长 度 忽略 不 计 ). 1 

精 解 ”克服 重力 所 做 的 功 下 是 由 三 部 分 组 成 : 图 附 2 

W= W +W, + W,, (1) 





























其 中 本， 配 ， 卫 分 别 是 克服 抓 斗 自 重 、 缆 绳 重力 及 污 泥 重 力 所 做 的 功 . 因此 只 要 分 别 计 


算术 ,了 瑟 及 了 配 即 可 . 
显然 WW =400 x30(J) =12000(J]). 
下 面 计算 到 和 肋 . 














(2) 


克服 线 强 重力 的 做 功 是 变 力 沿 直线 做 功 问题 ， 其 变 力 为 缆绳 重力 ， 当 缆绳 有 x m 在 井中 











时 ， 其 重力 为 50x， 因 此 


30 1 3 
WW = | 50xdx = 50 + 了 


0 
= 22500(jJ). 
0 








(3) 


克服 污 泥 重力 做 功 也 是 变 力 沿 直线 做 功 问题 ， 其 变 力 为 污 泥 的 重力 ， 当 缆绳 有 x m 在 井 





中 时 ， 污 泥 的 重力 为 2000 .20 =1800+2 


3 因此 





W, = | (1so0 + Tx)dr = (1800x + Dx) > = 57000(]). 


将 式 (2) ~ 式 (4) 代 入 式 (1) 得 
W = 12000 + 22500 + 57000(J) = 91500(J). 


引力 、 水 的 侧 压 力 计 算 


【主要 内 容 】 


1. 引力 
面 密度 为 p(x,y) 的 薄片 D 对 不 在 D 上 的 质量 为 m 的 质点 4A(xo ,yo) 的 引力 为 


F -~ Cm] sro, 





其 中 ， r=(x —x0o)i+(y—y0), 其 模 7= (x -x0) +(y -0), C 为 引力 常数 . 
2. 水 的 侧 压力 


(4) 


设 刀 是 与 水 面 垂直 的 且 位 于 水 面 之 下 的 平板 ( 见 图 附 2 ) ， 








压力 为 
P= | p(x) ds, 
其 中 ,p 是 水 的 重度 ，/(%) 为 水 深 * 处 平板 也 的 宽度 ， 
分 别 为 DD 中 各 点 坐标 的 最 小 者 与 最 大 者 . 
【典型 例题 】 


例 附 2.1 设 有 一 质量 为 M、 长 为 1 的 均匀 杆 4B, 一 质 
为 m 的 质点 C 位 于 4B 的 中 垂 线 上 ， 且 与 4B 的 距离 为 a. 
(1) 求 杆 4B 对 质点 C 的 引力 ; 


则 D 所 受到 的 侧 


的 应 用 过 
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0 
PIGSISI SISIS SSISS DSSSS GIGS SS GD 


Xl 





2 


Yx 


图 附 2 


三 


里 


(2) 当 质 点 C 在 杆 48B 的 中 垂 线 上 从 点 C 移 向 y 轴 的 正 向 无 穷 远 处 时 ， 为 克服 引力 所 做 





的 功 有 多 大 ? 

精 解 
坐标 系 ， 如 图 附 2.1 所 示 . 在 此 坐标 系 下 ， 用 引力 计算 
公式 计算 杆 4B 对 质点 C 的 引力 . 


(1) 以 48 的 中 点 为 原点 ， 杆 48B 所 在 的 直线 为 x 轴 ，4B 的 中 垂 线 为 y 轴 ， 建 立 





























在 图 附 2. 1 的 坐标 系 下 ，C = (0, a), 在 4B 上 任 
取 一 点 (x，0)， 则 
He 3 a 
OO 其 模 |r| = Vx +a 末 7 
J 可 
杆 4B 的 密度 p = 一 . 于 是 由 引力 计算 公式 可 得 杆 4B 对 i 
质点 C a 
.村 
F = 六 c 一 du = 0 a| i 7]u 
z= 7 (2 (和 ， 
令 x = atan arc ctan 邢 
a 2GamM 1 dx .j 一 一 一 2 | 3 asec2idi *j 
1 0 (x2 + 2)3 asec 
2GmM [Yetanz ,_ 2GmM . EN 
= jy cos tdt J = jo sin (arctan 2 ) 
a 2GmM . l a 2GmM . 
la 4a* + 4a” 十 及 


(2) 由 (1) 的 计算 知 ， 当 质点 C 位 于 点 (0，y)(y=a) 时 为 克服 受到 4B 的 引力 必须 施加 


2GmM 


力 F(y)= 
(7) a 


它 使 质点 沿 y 轴 移 到 + % 处 时 所 做 的 功 
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人 := 元 0 2 
onmf 1 [2 J 
1 a / :0 M+r 
2GmM = ll+ V4o +P 
= ln n(t+ v1 +t) HE ln Fo . 
例 附 2.2 设 一 等 腰 梯 形 水 闸 ， 上 ee 和 










为 a, 5(a >45)， 上 底 与 水 面 齐 平 ， 侧 边 与 水 面 夹 角 为 a 
(0<a < 于 儿 见 图 附 2.2)， 求 此 闸门 所 受 的 水 压力 . 
精 解 ”建立 坐标 系 如 图 附 2.2 所 示 ， 利 用 公式 
Pp = [pyf(x) 


AAAAAATATAATATA 








(其 中 , p 为 水 的 重度 ,hh 为 闸门 高 度 ，f(x) 为 水 深 xw 处 闸 $b-a tana 
门 的 宽度 ) 计 算 闸 门 所 受 的 压力 . ! 
由 题 设 知 六 门 的 高 度 h = 地 (a -5) tan we， 并 由 图 图 附 2.2 


附 2.2 可 见 ， 在 水 深 x 处 用 门 的 宽度 x) =2 (多 -scot a 所 以 闸门 所 受 的 水 压力 
去 ( a-b)tan oa 

P =| 
去 ( a-b)tan a 
一 (Fox 一 i a) ; 
1 


lw 2($ ~ xcot a Jdx 
3 





1 必 3 
=734[#(e —b)tan a| -地 F(a —b)tan a| cot a 


ee 2 
=34(0 b) “(a +26)tan’ a. 





例 附 2.3 一 铅 直 倒立 的 等 腰 三 角形 闸门 ， 底 边 长 为 
am， 高 为 m， 底 边 与 水 面 齐 平 (如 图 附 2.3 所 示 ). 

(1) 求 水 闸 所 受 压 力 ; 

(2) 求 水 平 直线 ， 它 将 水 闸 分 成 所 受 压力 相等 的 上 、 下 
两 部 分 

精 解 (1) 建立 如 图 附 2.3 所 示 的 坐标 系 ， 利 用 公式 





FTZZT7TAZZIFTPAT7TFTPIATTF FA >» 














P= J p(s) (其 中 p 是 水 的 重度 ,f(x) 为 水 深 z 处 闸门 的 / 
宽度 ) 计算 闸门 所 受 的 压力 . | 
由 图 附 2. 3 可 知 , 水 深 x 处 闸门 的 宽度 x 
图 附 2.3 
Hz) =2:E(h-s) = (hn), 


所 以 ,闸门 所 受 压力 为 


h h h 
P = py() dr 三 | ， (h — x)dx = | (za — x ) dx 
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-人 








= Bpah?. 


(2) 设 所 求 水 平 直 线 距 等 腰 三 角形 底 边 b m， 则 水 闻 在 这 条 水 平 线 以 下 部 分 所 有 压力 P， 
为 





党 fo) = (Fh - 3) 





h 
_pafl,3 _ 1, T 5 














pa{1,3 _1,2 1,3\_ 1 ,» 
(二 +) a 
1,» 1,; 103 
即 1 好 -所 + 本 =0 
解 此 方程 得 = 








3 
注 总 忆 -二 吕 + 二 多 =0 具体 求解 如 下 ;所 给 方程 即 为 
4b3 -6bPh+h = 0， 
(41 -2027) - (4bh -hi) = 0， 
20°(2b -hh) -h(26 -h)(2b +h) = 0， 
(20 = h) (2 -2bh - hr) =0, 





由 此 得 到 6= 丰 ，6 = 二 (不 合 题 意 ， 合 去 ). 
由 牛顿 第 二 定律 求 质 点 的 运动 规律 
【主要 内 容 】 


质量 为 mm 的 质点 ， 在 外 力 Fi) 的 作用 下 沿 直线 运动 ， 记 其 运动 规律 为 =x(i) ， 则 由 
牛顿 第 二 定律 知 ，x() 满足 微分 方程 m 人 =F(0). 








于 是 求解 上 述 微分 方程 可 得 满足 初始 条 件 x(i0) =xo，*'(10) =xi 的 运动 规律 x =x(1) (1 


三 加 ). 
【典型 例题 】 


例 附 3.1 一 质量 为 m=0.5kg 的 爆竹 ， 由 初速 w 铅 直 向 上 飞 向 高 空 ， 已 知 在 上 升 过 程 
中 ， 空 气 对 它 的 阻力 与 它 的 运动 速度 " 的 平方 成 正比 ， 比 例 系 数 为 &0 <k<1). 求 从 起 爆 点 
算 起 该 爆竹 能 够 到 达 的 最 大 高 度 . 

精 解 ” 设 爆竹 的 运动 规律 为 h=h(i) (其 中 h(i) 是 从 起 爆 时 刻 1=0 开始 计算 的 ， 在 1 时 
刻 爆 竹 的 高 度 ) ， 则 由 牛顿 第 二 定律 得 
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令 v= 宁 ， 则 上 式 成 为 





2 
0 (变量 可 分 离 微分 方程 ) ， 





dt 
即 全 =— gdit. 
1+ 一 六 
mg 
它 的 通 解 为 


大 上 kg 
rctan| /一 小 | = 一 t+C. 
arcla ( es i 
将 初始 条 件 x(0) = 代入 通 解 得 C=ametan \/ no | 代入 上 式 得 
mg 
_ /mg /天 /kg 
v= tan retan( = 上 中 
k meg 0 m 


显然， 满足 s(n) =0 的 1=4 = 避 actan |[ /ww 二 天 作 达 到 最 高 点 的 时 刻 ， 于 是 曝 作 能 人 
70S 
达到 的 最 天 高 度 为 

















民 nY 二 可 的 + ol) 


-aren (天)- 加 Je (于 起 撕 时 刻 的 高 度 h(0) = 0) 
meg m 


| 
三 a 











= 二 





cos[ aetanl | 
mg 


m 1 m kw 
= 一 大 | 7 ] 三 Bn 十 | 
1 十 J 

Vo 
mg 


例 附 3.2 某 种 飞机 在 机 场 降落 时 ， 为 了 减少 滑行 距离 ， 在 触 地 的 瞬间 ， 飞 机 尾部 张 开 
减速 使， 以 增 大 阻力 ， 使 飞机 迅速 减速 并 停 下 . 

现 有 一 质量 m =9000kg 的 飞机 ， 着 陆 时 的 水 平 速度 为 wm =700kmvh. 经 测试 ,减速 伞 打 
开 后 ， 飞 机 所 受 的 总 阻力 与 飞机 的 速度 成 正比 (比例 系数 为 k=6.0 x10')， 问 从 着 陆 点 算 
起 ， 飞 机 滑行 的 最 长 距离 是 多 少 ( 注 : kg 表示 千克 ，km/h 表示 千 米 /时 )? 

精 解 ” 用 x(i) 表示 时 刻 ; 飞机 的 滑行 距离 (从 飞机 着 地 开始 计时 和 计 距 ). 利用 力学 中 的 
牛顿 第 二 定律 建立 以 x(1) 为 未 知 函 数 、i 为 自 变 量 的 微分 方程 ， 求 出 x(1) 的 表达 式 ， 由 此 即 
可 求 得 飞机 滑行 的 最 长 距离 . 

根据 题 设 ， 利 用 力学 中 的 牛顿 第 二 定律 得 





附录 ”高 等 数学 的 应 用 过 





2 2 
ms 0 (二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ) ， 





dz di” di m dt 
它 的 通 解 为 
和 
x(t) = CI + Ce 
由 题 设 知 , |,-o =0, 守 | = 将 它 代入 式 (1) 得 
# 二 站 
人 
-一 C = 20. 
m 


77220 





离 为 
lim x(1) 二 lim | 本 C 高 ]= 0 至 2000 2 700 
加 en 58 k 6.0 x 10° 
例 附 3.3 ”长 为 8lem 的 匀 质 链条 ， 从 水 平 桌面 上 滑 下 ， 其 初速 
度 为 零 . 设 其 中 有 49cm 是 垂直 于 桌子 边缘 的 直线 状态 位 于 桌面 上 ， 
另 有 32em 垂直 于 桌面 下 方 ( 见 图 附 3. 3)， 设 桌面 与 链条 之 间 的 摩 所 
系数 为 几 = 6， 求 该 链条 全 部 从 桌面 滑 下 所 需 的 时 间 
精 解 ” 作 坐标 系 如 图 附 3.3，x(1) 表示 在 时 刻 1 时 从 链条 开始 下 滑 计 
时 ， 链 条 下 重 部 分 端点 的 坐标 .建立 以 * =x(1) 为 未 知 函数 、1 为 自 变量 
的 微分 方程 ， 解 此 微分 方程 即 可 以 算出 该 链条 全 部 滑 下 所 需 的 时 间 ， 
设 链条 的 质量 为 mm， 则 由 题 设 知 其 所 受 的 力 为 二 mig - 





= 1.05(km). 


























-mew 于 是 由 力学 中 的 牛顿 第 二 定律 得 














yd _81 x 
de ~ 81 8 81 al， 
妈 dx _ 8 _ 16。 (一 阶 常 系 数 线性 微分 方程 ) 
I . 
它 的 通 解 为 
x(t) = Ce + Ce + 16. 
由 题 设 知 *(0) =32， 学 ”=0. 将 它 代入 式 (1) 得 
t=0 
C +C,=16 
“ 2 
Ci — CG; = 0 


将 它 代入 式 (1) 得 x(1) =8e/ 生 +8e- 久 416. 令 x(t) =81， 即 
ge + ge +16 = 81, 


解 此 方程 得 := | ln 8(s) ， 这 就 是 链条 全 部 滑 下 桌面 所 需 的 时 间 





图 附 3.3 
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(1) 


解 此 方程 组 得 C1 = 一 " 将 它 代入 式 (1) 得 x(1) = 一 + Ce 由 此 得 到 飞机 滑行 的 最 长 距 





(1) 


B. 线性 代数 
第 五 章 ” 行 列 式 、 和 矩阵 和 辐 量 


n 阶 行列 式 的 概念 


1. n 阶 行列 式 的 定义 
由 7 个 数 aj(i=1， 2，…，1;J=1，2，…， n) 排 成 n 行 n 列 且 其 值 


a T(J1j2'*"jn) se 
I 
JU2 Jn 


[这 里 ,rh 是 1,2,…on 的 一 个 排列 ,1a ) 是 它 的 送 序数 ， 表示 对 1,2,…,n 的 所 


Ta 


有 不 同 排列 六 求 和 ] 的 记号 


Ql CI2 “ ”dln 
C21 0C22 Won 
Qnl Qn a Qnn 


称 为 n 阶 行列 式 ， 记 为 D, 或 了 D. 

2. 7 阶 行列 式 的 性 质 

设 D 是 nn 阶 行列 式 ， 则 

(1) D 与 它 的 转 置 行列 式 D" (即将 D 的 第 i 列 作为 第 i 行 (i=1，2,，…，,n) 构 成 的 行列 
式 ) 相 等 ， 即 六 = 也 

(2) 互 换 D 的 两 行 (或 两 列 ) 后 的 行列 式 是 D 的 相反 数 . 

由 此 推 得 ， 当 D 中 有 两 行 (或 两 列 ) 的 元 素 对 应 相等 时 ，D =0. 

(3) 用 数 开 乘 九 的 某 行 (或 某 列 ) 的 各 个 元 素 后 的 行列 式 等 于 kD. 

由 此 推 得 ， 当 D 中 有 两 行 (或 两 列 ) 的 元 素 对 应 成 比例 时 ，D =0. 

(4) 如 果 D 的 某 行 (或 某 列 ) 的 各 个 元 素 都 是 两 个 数 之 和 ， 则 D 等 于 相应 的 两 个 行列 式 














之 和 ， 例 如 ， 
U11 Q12 Re Qiln Ql CI2 ”Lin Ql1 212 Qiln 
jt 党 了 这 这 了 和 
D= lar +a Qap +ap Qn tain|= | cl 2 Qn t+ | ci 02 Qin 
Qnl Qn 2 Qnn Qnl Qn 0 Qn Qnl Qn2 四 Qnn 
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Em 


(5) 将 DD 的 某 行 (或 某 列 ) 的 各 个 元 素 乘 以 数 h 加 到 另 一 行 (或 男 一 列 ) 的 对 应 元 素 后 的 


行列 式 与 D 相等 . 


【典型 例题 】 











a oO cl al +201 b+2cl cl+2al 
例 5.1.1 设 三 阶 行列 式 |o 加 cj =m, 求 D=|as+20b， by +2c co +2a, 
as b3 C3 as +2b3 b3+2c3 c3 +2a3 
精 解 ”利用 行列 式 性 质 计算 D 的 值 . 
al +20 pb +2cl cl+2al al pi+2cl cl+2al 201 bl +2c cl 
=|a +26, b+2co cn +2a|1= |a b+2co cs +2a i+ 120， 0 +2c c 
a3 +2b3 b3 +2c cs +2a3 a3 b3 +2c3 cs +2a3 2b3 b3 +2c3 c3 
a bi +2c cl a +2c 2al 20 cl+2al 201 261 &i 
=|ao b, +2c, c+ la, b+2co 2asy + 26, pb cs +2a|+|120，2c，c 
a3 b3 +2c3 0&3 a3 bs +2c; 2as 2b3 b3 c3 +2a3 2b3 2c3 0&3 
al b+2cl cl 20 2cj cl +2ai 
=|ja b, +2c, cl+ |120， 2c c, +2a, 
as b3 +2c3 C3 203 2c3 ca + 2a3 
al pb cl al 2cl cl 201 2cl cl 20 2clj 2ai 
= 6b lt lay 25 本 | 二 |20 2 6 + 2by 2c 2o5 
a3 0 0&3 a3 2c3 ca 2b3 2c3 0&3 2b3 2c3 2as 
al pb cl 20 2cl 2al 
=|ac b, cj+|20，2c， 2a 
a3 0 ca 203 2c3 2a3 
0 cl al 
=m+8b, c, a, 
b3 c3 a3 
bl al a 
=m—8b, a, cc, 
b3 a3 C3 
a po cl 
=m+8la, pb cI=m+8m = 971. 
a3 ba3 cs 








的 值 . 


+ 2a] 
+ 2a» 
+ 2a3 
+ 2a1 
+ 202 


4 Ws 
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例 5.1.2 计算 nn 阶 行列 式 
b b 
D, Ss 2 ， 
b b ua 
精 解 ”利用 行列 式 的 性 质 将 D, 化 为 上 三 角 行列 式 . 
at+(n-l1)b a+t+(n-1)b a+t+(n-1)b 
关 第 2,3,…,n 行 都 加 到 第 1 行 , , … 
b b a 
1 1 1 
Sy 
b b a 
1 
第 1 行 乘 以 ( -5b) 后 加 到 其 余 各 行 一 
行 乘 以 (- )) 行 Ne we (上 三 角 行列 式 ) 
0 0 a-b 
=[a+(n-1)bl(a-— a 
注 ”本题 的 D, 在 今后 常会 出 现 ， 应 作为 公式 记 住 ， 即 
a 5b b 
D, = 2 =[a+r(n-1)0](a-b)". 
b 8 0 
此 外 ， 还 应 记 住 n 阶 范 德 蒙 德行 列 式 
1 1 1 
Xl NX Nn 
X1 他 2 和 [| (x; 一 所) 
1<j<i<n . 
例 5.1.3 计算 n 阶 行列 式 
2 1 
1 2 1 
1 2 
D, 二 
2 1 
1 2 
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精 解 ”利用 行列 式 性 质 将 Dp, 化 为 上 三 角 行列 式 
> 1 2 1 
1 2 1 0 = 1 
1 2 | 第 1 行 乘 以 ( - 二 ) 后 加 到 第 2 行 
D, = 1 2 
2 让 > 1 
1 2 1 2 
2 1 
3 
0 yy 1 
第 2 行 乘 以 ( - 了 ) 后 加 到 第 3 行 4 
0 去 三 
3 
2 1 
1 2 
2， 二 
3 
0 一 1 
2 
4 
0 一 3 4 1 
= 3 a nt _ 
2 7 3 n+l 
1 
0 n+l 
nl 
n 阶 行列 式 按 一 行 (或 一 列 ) 展开 
【主要 内 容 】 
设 n 阶 行列 式 
Ql 12 U1n 
Dp = C21 422 Won 
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则 有 
D， =ai4 +ap4 +… + qa,A4,，(D, 按 第 i 行 展开 ,i = 1,2,…,n) 
=ayAy; + Ay + + QA (D, 按 第 j7 列 展开 ,i = 1,2,…,n)， 
其 中 ，4; 是 元 素 a; 的 代数 余子 式 ， 即 ( -1)'* 与 D; 中 去 掉 第 i 行 和 第 j 列 元 素 后 的 n-1 阶 
行列 式 之 积 . 
注 cu4 tapAy + +aA;,, =0(i=1, 2，…，1n k=1, 2,…, n, 但 £zi)， 
ad tapAy; + *** + anrAn; =0(7=1, 2, 7 nn, k=1, 2,…, n, 但 zz 让. 


【典型 例题 】 





x-2 x-l XxX-2 x-3 
ee _ 2i=2 x%=1] 2%=2 2%=3 自 多 小 次 多 本 二 
例 5.2.1 判断 f(x) = ee 是 多 少 次 多 项 式 . 
4x 4x -3 Sx—-7 4x-3 
精 解 ” 利 用 行列 式 性 质 使 某 行 有 三 个 元 素 为 零 ， 然 后 按 该 行 展开 即 可 确定 f(x) 的 次 数 . 


1 2 1 入 二 











第 4 列 乘 以 ( - 1) 后 加 到 其 余 各 列 |1 2 1 2x 一 3 











f(x) 

















1 2 1 x-3 
第 1 行 乘 以 (-1) 后 加 到 第 2 行 |0 0 0 % 

2 3 x 3x-5 

3 0 x-4 4r-3 





按 第 2 行 展开 





XIl2 3 x = x[3(x—-4) +6x -9-4(x -4)] 








3 0 x-4 
= x(S5x — 5), 
由 此 可 知 f(x) 是 二 次 多 项 式 . 
44411 
3 2 145 
例 5.2.2 设 5 阶 行列 式 D;=13 3 3 2 2|, 分 别 求 4 +4y +4253 与 4 +425 的 值 ， 
2354 2 
45613 
其 中 ，42 是 也 的 元 素 a 的 代数 余子 式 (j =1, 2, 3, 4, 5). 


精 解 421 > 4 ， 423 > Ay, hs 是 D; 的 第 二 行 各 个 元 素 的 代数 余子 式 . 为 了 计算 421 本 
hy +425 与 44 +425 的 值 ， 需 要 将 行列 式 按 第 1 行 与 第 3 行 展开 并 构造 以 它们 为 未 知 数 的 方 
程 组 : 
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人 + dl2422 + 0l3423 + dl4424 + al15425 = 0， 
031421 + 032422 + 033423 + 034424 + 035425 = 0， 
即 I + A +423) +(424 +425) = 0， 
3(4 + A + hr) +2(44 +45) = 0. 


解 此 方程 组 得 





4 + hy +4a3 =0,44 + hss = 0. 
例 5.2.3 求 n 阶 行列 式 








a 0 0 
0 a 2 
D, = : 
0 0 a 1 
bp 0 0 a 
精 解 ” 将 D, 按 第 1 列 展开 
a &b 0 0 b 0 0 
二 +( -12 
0 0 … 0 a 0 0 … a "5 
(7 -1) 阶 (7 -1) 阶 


~ag.a"! (= "tp 027 = a" += 1 Dn. 


例 5.2.4 求 n 阶 行列 式 


2a 1 








a 2a 
精 解 ” 根 据 D| ，D,，D;3,，… 推 出 D, 的 表达 式 ， 然 后 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 表达 式 是 
正确 的 . 
由 D, 的 定义 知 








ji 2a 1 0 
a 本 
Di =2a, D, = 的 =3a? ，713 = a 2a 1 =40 依次 类 推 可 得 
a a 
0 a 2a 








D, = (n+1)a". 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 式 (1 ) 是 正确 的 . 








时 


(n—-1)a”™?, D,_i =na”-!, 则 








(1) 


显然 式 (1) 对 n=1，2，3 都 是 成 立 的 . 设 式 (1) 对 小 于 的 情形 都 成 立 ， 例 如，D, _, = 
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2a 1 
a 2u 
ao 1 
2a 1 
2a 1 
a 2a 1 
a 2a 1 
按 第 1 行 展开 a 
一 一 20 = > 
2a 1 
2a 1 
a 2u 
a 2u 
(有 -1) 阶 (有 -1) 阶 
2a 1 
a 2a 1 
= 2aD,_ | - a’ 
2a 1 
a 2a 








(有 -2) 阶 
-2(n -1)a" 了 (这 里 利用 了 归纳 法 中 的 假设 ) 


= 2 二 。 n-l 
= 2aD, 1 -aD,;, = 2a: na 


= (n+l1)a". 


由 此 证 得 ， 对 站 =1，2，… 式 (1) 都 成 立 . 


和 矩阵 的 加 法 、 数 乘 、 乘 法 、 转 置 运算 及 分 块 矩 阵 


【主要 内 容 】 


1. 矩阵 的 概念 


由 mxn 个 数 aj(i=1, 2，…，m, j=1，2,…, nn) 排 成 的 m 行 n 列 的 矩形 表 
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Qt 0 ”Qin 
021 422 “*" Qn | 简 记 或 

4 = ( Qj) mxn 号 (a;) 
Qiml Qim2 Qn 


称 为 m xn 矩阵，o 称 为 4 的 第 i 行 第 j 列 的 元 素 (i=1, 2, …, m, j=1, 2,，…, n). 当 
m =n 时 称 4 为 n 阶 矩 阵 (或 方 了 泗 ) ， 记 它 的 行列 式 为 | 41. 

常见 的 特殊 矩阵 有 : 

(1) 零 和 矩阵， 所 有 元 素 都 为 零 的 m xn 和 矩阵 称 为 m xn 零 矩 阵 ， 记 为 O。 ,或 0. 

(2) 单位 矩阵， 主 对 角 线 上 元 素 都 为 1 而 其 他 元 素 都 为 霉 的 n 阶 和 矩阵， 称 为 n 阶 单位 和 矩 
阵 ， 记 为 E, 或 E. 

(3) 对 角 和 矩 阵 ， 除 主 对 角 线 上 元 素 之 外 ， 所 有 元 素 都 为 零 的 n 阶 和 矩阵， 称 为 n 阶 对 角 甜 








阵 . 





(4) 对 称 和 矩阵 与 反对 称 矩 阵 . 关于 主 对 角 线 对 称 的 元 素 彼 此 相等 (或 互 为 相反 数 ) 的 n 
阶 矩 阵 称 为 n 阶 对 称 矩 阵 (或 n 阶 反对 称 和 矩阵 ). 

2. 矩阵 的 加 法 、 数 乘 与 转 置 运 算 

(1) 加 法 

设 矩 阵 A=(aj)ixn，B=(b;)ixs， 则 由 A,，B 产生 A +B=(aj+0;)%xi 的 运算 ， 称 
为 矩阵 的 加 法 运算 ， 和 人 简称 加 法 . 

加 法 性 质 : 设 矩 阵 4=(oy)wxn， B=(b;) nxn, C= (ci) nxn, 则 

A+B=B+A,(A+B)+C=A+(B+C), 

A+O0,x,=A,A+(-A)=0,x,( 其 中 ，-A=(-a;) 

(2) 数 乘 

设 和 矩阵 4 = (ay) wx 大 为 常数 ， 则 由 4 产生 kh = (hay) ;x 的 运算 ， 称 为 矩阵 的 数 乘 运 

数 乘 的 性 质 : 设 A=(aj) wxn， B=(by)mxn， 和 ,1 是 数 ， 则 


re 


1.4=4， (5 .1)4=A4) = 1(kA), 
k(A+B) = kA +&kB, (k+l1)A = kA + /A, 
1£kM1= "1 MI (M 是 n 阶 和 矩阵 ). 
(3) 转 置 
QL 2 Qin Ql CI ”Um 


a a “re 0 a a. a 
设 4=| 生 |， 则 由 4 产生 47=| ”> ” | 的 运算 称 为 矩阵 


Um Cr2 ”Cn Qn Un ”Cn 
的 转 置 运 算 ， 简 称 转 置 ， 称 A' 为 4 的 转 置 和 矩阵. 
设 A 是 于 阶 和 矩阵 ， 则 4 为 对 称 矩 阵 (反对 称 和 矩阵 ) 的 充分 必要 条 件 是 4 =A(4' = -4). 
转 置 的 性 质 : 设 A,，B 都 是 m xn 和 矩阵 ， 则 
(AT)T =A, (A+B)” = AT+B', (kA)' = fA", 
1Mi|1 =|1MI (M 是 n 阶 矩 阵 ). 
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3. 和 矩 阵 的 乘法 运算 与 乘 罕 
(1) 设 矩 阵 4 = (aj) jx， B= (0;)1x,, 则 由 4， 五 产 生 
1 
AB = ( Danby) 
a 
的 运算 称 为 4，B 的 乘法 运算 ， 简 称 乘 法 . 


乘法 的 性 质 : 设 A, 4| 是 m xl 和 矩 阵 ，B,，B| 是 1xn 和 矩阵 , C 是 xs 矩阵, 大 是 数 ， 则 
(AB)C =A(BC), 


mxn 





(A+A1)B=AB+AIB, A(B+B,) =AB +AB,, 
(kA)B=A(kB) =k(AB), 

(4B)T =B'A", 

1MM,| =1 M1 1 M1 (M,，M, 都 是 ” 阶 和 矩阵 ). 


(2) n 阶 矩 阵 的 乘 震 
设 4 是 n 阶 矩 阵 ， 则 由 A 产生 4" =4 .4 .… .4 的 运算 称 为 矩阵 的 乘 需 运算 ， 称 4” 


m 个 
是 4 的 严 次 乘 洁 ， 特 别 地， 定义 40 =E， 
乘 需 运 算 的 性 质 : 设 4 是 "” 阶 矩 阵 , 上 ，! 是 非 负 整数 ， 则 
A” .A! 兰 Et/ (A*)! 二 及 








4. 分 块 矩 阵 

用 若干 条 纵 线 和 横 线 将 矩阵 4 分 成 一 些小 块 (小 矩阵 ) ， 以 这 些小 块 为 元素” 的 矩阵 称 
为 4 的 分 块 矩 阵 (注意 4 的 分 块 矩 阵 与 4 相等 ). 

分 块 矩阵 也 有 矩阵 所 具有 的 各 种 运算 ， 只 要 把 各 小 块 看 做 元 素 即 可 ， 但 需要 注意 的 是 各 
小 块 ( 即 小 矩阵 ) 进行 运算 时 ， 必 须 符 合 运算 规则 . 











常见 的 分 块 和 矩阵 运算 有 : 
Al 
3 42 
设 4 = (其 中 4，4，…， 4 都 是 方 阵 )， 则 A* = 
A, 
41 
42 
(上 是非 负 整数 ) ，1 41 =14114)1…14.1. 
A; 
Al A, 
设 A= (其 中 ，4 ，4， 分别 是 m xs，mi xs 怎 阵 ，43; ，44 分 别 是 mx 
3 4 


s1，m2 Xs 和 矩阵) 


B 

1 2 

2-| jee Bl，B; 分 别 是 s| xmi ，s xmi 和 矩阵 ，B ， 即 ; 分 别 是 xmP，s xm 矩阵 )， 
3 ba 


则 有 
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A1B, | 


AsB, +44B A;B, + AiB, 
【典型 例题 】 
例 S. 3.1 已 知 q=(1, 2, 3), B= (1, 方 , 序 } 记 4=aB, 求 


精 解 ” 由 于 Ba = ( 


3 


4" =(@apB) (opB)… ap) 
=o (Ba ) (Ba )… (Ba )B 


=a! 


=3"-1 


=3"-1 


例 5.3.2 已 知 n 阶 和 矩阵 A,，B 只 有 第 j 列 的 对 应 元 素 不 同 ,， 证明 : 


精 解 ”由 题 意 可 设 
2Z11 012 
> Q21 0422 
Zn Un 
2al! 2al; 
ay 2a 
则 A +B= 


2al 2a,2 





(n-D) 个 











21™"|A+B|I=|IAI+|B|. 


QT U1n Ql QQ12 bi; 
Z2 1 Qn CQ21 22 “… by; 
,B= 

Qn ”Qn Qnl Qn2 > by 
a + bi; 2al, 
2; 十 by; 20, 、 

， 所 以 
a,;:+b 2a 


A". 


1 
1 了 2 |=3， 所 以 利用 和 矩阵 乘法 性 质 计算 4”. 
3 


i 37-1 -BB 
1 
1 1 
2 (4 7 可 | 
3 
1 1 _1 
1 A 2 n-l 3” n-2 
2 3 3 5 3 
2 |- - 2 
2 1 可 二 2 .3"-1 32-1 2 . 32?-2 |. 
37 到 
3 37 2 37 1 
3 5 1 2 
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按 第 7 列 展开 ” 立 
1A+B| 之 (oj + bs)Ay, (1) 
i=1 | 














其 中 , 4; 是 1 A4+B1 的 第 i 行 第 j 列 元 素 的 代数 余子 式 ， 显然 , 它 是 | 4 | 的 元 素 ;的 代数 
余子 式 4 的 2 … 倍 ,也 是 1 中 1 的 元 素 bj 的 代数 余子 式 Bj 的 2 人 信 ,i=1, 2, …,n. 
于 是 








2 (ay + b;)As = 2 08 “ 2°71A, + > * 271B, 


=2"1(| Al+|l BI). (2) 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 
|1A+B|I=2"71(|AIl+tI BI),B21"*|IA+B|I=IAI+1B|. 
例 5.3.3 设 n 阶 矩阵 4,，B, C 满 足 4B=BC=CA=E,, 求 4?+B +C”. 
精 解 由 4B =BC=C4 = 互 得 
A = AE,A = A(BC)A = (4B)(C4) =EF=E 
B’ = BE,B = B(CA)B = (BC)(AB) = EF =E 
C* = CE,C = C(AB)C = (CA)(BC) = EF = 万 
所 以 , A* +B*+C =E,+E,+E,=3E,. 
例 5.3.4 设 n 阶 矩阵 A, BB 满足 A474 =AA47=E,, B'B=BB"=E,, 且 I1A| =-1B|， 
证 明 : | A+B| =0. 
精 解 ”由 题 设 知 ， 
1A+B|I=|E,A+BE,|=| BB'A + BA'A| 
=| BI| BT +ATI| A| 
=-|1AI*|1 (A+B)'I|=-I1AI?|I|A+B|, 
即 (1+141*)IA+BI=0. 
由 此 推出 1A+BI =0( 因 为 1+141?>0). 








和 矩 阵 的 初等 变换 、 初 等 矩阵 及 和 矩阵 等 价 


【主要 内 容 】 


1. 矩阵 的 初等 变换 

和 矩阵 的 下 列 三 种 变换 称 为 矩阵 的 初等 行 ( 列 ) 变换 . 

(1) 互 换 矩阵 的 两 行 (两 列 ). 

(2) 用 一 个 非 零 常数 ec 乘 和 矩阵 的 某 行 ( 某 列 ) ， 即 用 e 乘 某 行 ( 某 列 ) 的 每 个 元 素 . 

(3) 抢 阵 某 行 ( 某 列 ) 的 撕 倍加 到 另 一 行 ( 另 一 列 ) ， 即 某 行 ( 某 列 ) 的 每 个 元 素 的 大 倍 ， 
加 到 另 一 行 ( 另 一 列 ) 的 对 应 元 素 . 

和 矩阵 的 初等 行 变换 与 初等 列 变换 ， 总 称 矩 阵 的 初等 变换 . 

2. 初等 矩阵 

单位 矩阵 经 过 一 次 初等 变换 所 得 到 的 和 矩阵 ， 称 为 初等 矩阵 .n 阶 初等 矩阵 有 以 下 三 类 
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1 
1 
0 | 第 i 行 
(1) E,(i, 7) = 
1 0 第 j 行 
1 
1 
第 i 列 第 7 列 
( 互 换 ,的 第 i 行 ( 第 i 列 ) 与 第 j 行 (第 j 列 ) 后 所 得 的 n 阶 矩 阵 ). 
1 
1 
(2) E,(i(c))= c 第 i 行 
1 
1 
第 i 列 
( 非 零 常数 c 乘 E, 的 第 ; 行 (第 ; 列 ) 后 所 得 的 阶 矩 阵 )， 
1 
1 
1 k 第 i 行 
(3) E,(i, j(k))=E,(i(k), j)= 
1 第 j 行 
1 
1 
第 i 列 第 j 列 


(E, 的 第 j 行 的 倍加 到 第 i 行 ， 或 第 i 列 的 倍加 到 第 j 列 所 得 到 的 n 阶 矩阵 ). 

注 (i ) 矩阵 A 的 一 次 初等 行 ( 列 ) 变换 所 得 的 矩阵 等 于 4 左 ( 右 ) 乘 一 个 相应 的 初等 
抢 阵 . 例如 ， 互 换 m xn 和 矩阵 4 的 第 ; 行 ( 列 ) 与 第 7 行 ( 列 ) 后 的 矩阵 为 如 ， 则 

B= E,(i,)A(B = AE,(i,) ); 

(Bi) [ECGi, jk))] =E,(, i(k)), [E,(ik), 7))] =E,((k), i). 

3. 和 矩阵 等 价 

设 矩 阵 B 是 矩阵 A 经 过 有 限 次 初等 变换 后 得 到 的 敌阵 ， 则 称 4 与 B 等 价 ， 记 为 4B. 

设 4, B,C 都 是 m xn 和 矩阵 ， 则 

(1) AoAh. 

(2) 设 A4oB, 则 BOA. 
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(3) 设 AoB, BOEOC, 则 AC. 
(4) 设 A4B， 则 A 等 于 B 与 若干 个 初等 矩阵 之 积 . 
【典型 例题 】 
例 5.4.1 (单项 选择 题 ) 设 4 是 三 阶 和 矩阵 ， 将 4 的 第 1 列 与 第 2 列 互 换 得 矩阵 B， 再 将 
B 的 第 2 列 加 到 第 3 列 得 C， 则 满足 4O = C 的 矩阵 O=( ). 
0 1 0 0 1 0 
A.|1 0 0 B.|1 0 1 
1 0 1 0 0 1 
0 1 0 0 1 1 
C.|1 0 0 D.|1 0 0 
0 1 1 0 0 1 
精 解 8 应 是 题 中 所 给 的 两 个 初等 列 变换 所 对 应 的 初等 矩阵 之 积 ， 
0 1 0 0 0 0 1 1 
Q=|1 0 中 1 | 0 
0 0 1/\0 01 0 0 1 
因此 本 题 选 D. 
CH 0 1 0 1 0 0 
例 5.4.2 设 矩 阵 4=|o oa as |， "| 0 0|， ol 1 0|, 求 和 矩阵 PAQ 
C31 QQ32 433 0 0 1 2 0 1 


及 4PO. 
精 解 P 和 8 都 是 三 














阶 初等 矩阵 ， 所 以 可 由 初等 变换 直接 算出 PAQ 及 4PO. 


PAQ 是 对 A 进行 初等 行 变 换 ( 互 换 第 1 行 与 第 2 行 ) 后 ， 再 进行 初等 列 变换 (将 第 3 列 的 


2 倍加 到 第 1 列 ) 而 成 的 和 矩阵， 所 以 


021 022 023 a + 2023 

4 一 ja a aa | ai +2ai3 

Q31 032 033 031 + 2033 
a +2a23 a 023 
因此 P4O@ =j| al +2ai3 ao ai | 
031 +2433 032 433 


APQ 是 对 4 进行 初等 列 变换 ( 互 换 第 1 列 与 第 2 列 ) 后 
2 倍加 到 第 1 列 ) 而 成 的 矩阵， 所 以 


Cl2 QI 013 Qi2 + 2a13 

4 一 | ol an | ao +20 

Q32 031 033 032 + 2033 
ai2 +2013 QI Q13 
因此 4PO =| oz +2a23 al 023 
032 +2033 031 433 


和 


C22 
C12 


C32 


U11 
221 


U31 


(23 


413 | 


(33 


进行 初等 列 变换 (将 第 3 列 的 
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C1 C2 CQ3 0 0 1 
例 5.4.3 设 和 矩阵 4=|b 已 | P=|0 1 0|, 求 Po4P"( 其 中 ,mm 是 正 整 数 )， 
1 0 0 


C1 C2 C3 





精 解 己 是 初等 矩阵 ，PI04 即 为 对 4 施行 10 次 互 换 第 1 行 与 第 3 行 的 初等 行 变换 而 成 
的 矩阵 ， 所 以 
PI04 = 4. 
因此 ，Pio4Pn = AP” 是 对 A 施行 m 次 互 换 第 1 列 与 第 3 列 的 初等 列 变换 而 成 的 矩阵 ， 所 

















以 ， 当 m 为 正 偶数 时 ，4P” =A; 当 m 为 正 奇数 时 ,AP”" =AP=| 6b 5b | 从 而 

















bl 4b， 5b3 |,m 为 正 偶数 ， 
P'°AP™ 三 


bb， bi1 |,m 为 正 奇数 . 











伴随 矩阵 与 矩阵 求 逆 运算 





【主要 内 容 】 
1. 伴随 矩阵 
设 A 是 nn 阶 和 矩阵 ， 则 称 
411 421 C3 A 
A* = 42 42 1 Aiy 
4 1n hy, Cs A 


为 4 的 伴随 矩阵 ， 其 中 ,4 是 1 4 1 的 元 素 a 的 代数 余子 式 (i, j=1, 2，…, nn). 
伴随 矩阵 的 性 质 : 设 A，B 都 是 nn 阶 矩 阵 ， 则 

(1) A*A=A4*=|1A1E,; 

(2) 14*1 =1A1 "i(n>1); 

(3) (X44)”=A" 14 "(其 中 ,和 是 常数 ) ; 

(4) (4A')* =(A")'; 

(5) (AB)* =B*A’; 

(6) 设 Mi ，M, 都 是 方 阵 ， 则 
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I ”] 人 O }(s -i | O Wi 
0 M, 0 IMIIM*) \M, 0 | M1 Mr” o J 


EE "] [ M,| Mr ee Wm | [ M,| Mr O | 
0 Mm) | 0 IMIM) lO MM) \_MoOM: Ta 

2. 矩阵 求 逆 运算 

设 4 是 n 阶 和 矩阵 ， 如 果 存 在 n 阶 矩 阵 恕 ,使 得 4B =BA =E,， 则 称 4 是 可 逆 和 矩阵 (简称 
4 可逆 ), 如 是 4 的 道 矩 阵 . 由 于 4 的 逆 和 矩阵 是 唯一 的 ， 记 为 4-!. 由 和 矩阵 A 产生 算 阵 A 
的 运算 ， 称 为 矩阵 的 求 逆 运 算 ， 简 称 求 逆 . 

可 道 矩 阵 的 性 质 : 设 4, 瑟 都 是 半 阶 矩阵 ， 则 

(1) 4 可 道 的 充分 必要 条 件 为 | A | 和 0. 

(2) 如 果 4 可 道 ， 则 4 -1 也 可 道 , 且 (4 -1) -1 =A. 


(3) 如 果 和 4 可逆 ， 常数 Az0， 则 A4 可 道 ， 是 (A4) -1 = 4 





(4) 如 果 4, B 都 可 逆 ， 则 4B 可 逆 , 有 (4B)-1=B-1A-!. 
(5) 如 果 4 可 道 , 则 4 可逆, 是 (47)-'=(4 -1)L. 


(6) 如 果 人 可 道 , 则 4 -1 = 二 


1 
141- 








A*, 且 14-'| = 


(7) 如 果 有 A 可逆 则 48, 





(8) 如 果 A4 可逆， 则 A "可逆 目 (4”) -1 = 一 了 4 
(9) 当 Mi，M, 可 道 时 有 


区 小 朱 | 四 O | 
O MM, OO HT) 0 MT 0 


P | Le | "| Mi! 0 
0 MM, 0 My! 2 MM, -M7 QM My 


(10) 初等 矩阵 是 可 逆 和 矩阵 ， 且 





[BCD] = Elij), LE,(i(e))] = E,(i(=)), 
[ECE = E,(Cij( -kh)), LE, (Cik),)] = E,(i(-k),)). 
3. 求 逆 方 法 
(1) 伴随 矩阵 法 
设 4 是 可 逆 和 矩阵， 则 4 -1 = 
(2) 初等 变换 法 
设 4 是 n 阶 和 矩阵 ， 如 果 对 和 矩阵 (4 : E, ) 施行 一 系列 初等 行 变换 成 为 (E,: B)， 
则 4 -!=B. 





14| 
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【典型 例题 】 
例 5.5.1 设 A 是 n 阶 算 阵 ，a 是 非 零 常数 ， 记 B 是 4 的 第 ; 行 的 每 个 元 素 都 乘 以 c 后 
的 和 矩阵， 试用 4 "表示 B*. 
精 解 ”利用 伴随 矩阵 性 质 求解 . 
由 题 设 知 B=E(i(a))4， 所 以 
B* =[E,(i(a))A]” =A*[E,(i(a))]" 


=A”* | E,(i(a))| [E,(i(a))]”! 
=A* aE, (i(=))= a4*E,(i( 二 )), 


即 B* 是 和 矩 阵 A* 的 除 第 i 列 外 ， 每 个 元 素 都 乘 以 a 的 矩阵 . 
例 5.5.2 (单项 选择 题 ) 设 矩阵 








Ql 02 Q3 014 Ql4 03 42 411 
A C21 0Q22 423 U24 B- 74 023 022 4021 
U31 032 40433 034 QU34 433 432 431 
Qa 042 043 QW44 C44 043 042 4l 
0 0 0 1 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 1 0 
Pp = » P, = ? 
0 0 1 0 0 1 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 1 


其 中 , 4 可 逆 , 则 B-'=( ). 

A. A-!iPIP, B. PIA-iP, C. PiP,A-! D. P,A-!P, 

精 解 ” 互 换 4 的 第 2 列 与 第 3 列 后 再 互 换 第 1 列 与 第 4 列 得 到 B， 所 以 B=AP,P|, 从 
而 由 可 逆 和 矩阵 性 质 得 





B-! = (4P)Pi)- = PTIPTI4-L = PP,Al!. 
因此 本 题 选 C. 
例 5.5.3 (单项 选择 题 ) 设 A 是 z(z=2) 阶 可 道 和 矩阵， 交换 4 的 第 1 行 与 第 2 行 得 到 拢 
阵 如 ， 且 4” ,下 分 别 为 4, 召 的 伴随 矩阵 ， 则 (  ). 
. 交换 4 的 第 1、2 列 得 到 B* 
. 交换 4* 的 第 1、2 行 得 到 B* 
. 交换 4* 的 第 1、2 列 得 到 -B* 
. 交换 4* 的 第 1、2 行 得 到 -B* 
精 解 ” 通 过 确定 B* 的 关于 A“* 的 表达 式 得 到 正确 的 选项 . 
由 B=E,(1, 2)A 得 
B* =[E,(1,2)A]* =A°*[E,(1,2)]* =A”* :| E,(1,2)| 1[E,(1,2)]-! 
=A* .(-1)E,(1,2)( 由 于 | E,(1,2)| =-1,[E,(1,2)]-! = E,(1,2)) 
=-A*E,(1,2), 





= 
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即 A*E,(1, 2)=-B’*, 
因此 本 题 选 C. 
例 5.5.4 设 四 阶 和 矩阵 


1 =1 0 0 2 1 3 4 
B21° 1 =1 ea 

0 0 | := 002 1 

0 0 0 1 000 2 


求 [ (Es -C-1B)"CT™]-. 
精 解 ” 先 利用 转 置 矩 阵 与 可 首 和 矩 阵 的 有 关 性 质 化 简 和 矩 阵 式 (E4 -C-1B)'C"， 然 后 再 计 
算 它 的 逆 和 矩阵 . 由 于 


(Ei -CB)'C =[C(E -CB)] = (C-B) 
1234Y /1000 
0 1 2 3 2 100 
Ee 
0001 4 1 
1 0 0 0 
所 以 Ee 2 | ，， 
a 
可 以 利用 初等 变换 法 计算 上 述 矩 阵 的 逆 矩 阵 : 由 于 
1000:1000 1000: 1000 
21000100|wiw |0 100i-2100|， 
32100010| VS lo210:-3010 
和 1 
1000; 1 000 1000 1 0 00 
0 100:-2 oo 1 00| 
人 人 
0021j 2 -301 0001i0 1 -21 


1 0 00 
-2 1 00 
所 以 ，[ (已 ~-C-IB)TCT]-1= 
[(E, je] J 

-2 1 


0 1 


的 值 ， 其 中 ,， A“ 是 





1 0 
-1 
例 5.5.5 设 三 阶 逢 陈 4=|0 1 1 |， 求 行列 式 | (二 4 _24， 
1 2 





4 的 伴随 矩阵 
精 解 ” 先 化 简短 阵 [于 4? ] -24 * ， 然 后 计算 它 的 行列 式 ， 
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容易 算出 1 41 =2. 由 于 


| 
(24 -24* -=2(42)-1 -24* = 2(42)-1(B -424*) 


=2(A2) -1(E, - AAA*) =2(A?) -1(E, -| AlA) 
=2(A?) -1(E, -24), 











-1 
所 以 ， (34) -24* |=12(42)-1(E; -24)1 =23. | E; -24 | 
-1 -2 0 
=2| 0 -1 -2|= -14. 
= = 3 








例 5.5.6 已 知 半 阶 矩 阵 4 = (a;)， B = (5;) 都 可逆 ， 日 
207 = ay 一 > ai (1 = 1,2,.…,n). 
k=1 


证 明 : 矩阵 BB-E, 可 逆 , 并 求 (B-E,)-!. 
精 解 ” 只 要 证 明 存 在 阶 和 矩阵 C， 使 得 C( 互 -五 , ) = 五 , 即 可 . 


由 题 设 20; = ai 一 2 anby (i = 1,2,…,n) 得 
k=1 
2B =A-AB,BW 2(B-E,)+A(B-E,) =-2E 


由 此 得 到 -(2E, +4)(B-E,) =E, 因此 B-E, 可 逆 , 且 


* 


(B -已 )- =-3(2E, +A) =-E, -34 
注 当 M 是 nn 阶 矩阵 时 ， 欲 证 其 可 逆 ， 只 要 证 明 存 在 矩阵 了 使 
PM=E 或 MP=E, 
即 可 . 


和 矩阵 的 秩 


【主要 内 容 】 


1. 和 矩阵 秩 的 定义 

设 4 是 mxn 算 了 泗 ， 则 称 A 的 不 为 零 的 子 行列 式 ( 简 称 子 式 ) 的 最 高 阶 数 为 4 的 秩 ， 记 
为 r(4)， 其 中 4 的 大 和 min|mm，2|) 阶 子 式 是 指 4 的 开行 天 列 交叉 位 置 的 元 素 构 成 的 大 阶 
行列 式 . 

零 矩 阵 的 秩 定 义 为 0. 

2. 矩阵 秩 的 性 质 

(1) 设 A 是 mxn 和 窍 阵 ， 则 0<r(4)<minim, nl. 

(2) 设 4 是 m xn 和 矩阵 ,有 是 常数 ， 则 


r(AT) =7r(A), r(kA) | 











0， k=0, 
r(A), kz 0. 
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(3) 初等 变换 不 改变 抢 阵 的 秩 ， 即 等 价 矩 阵 的 秩 相等 . 
(4) 设 4, B 都 是 mxn 算 阵 ， 则 7(4 + 下) 近 r(4) +r(B). 
(5) 设 A,B 分别 是 mxs，s xn 和 矩阵 ， 则 
r(4) +r(B) -sr(AB) < minlr(A),-(B)|. 
(6) 设 4 是 于 阶 矩 阵 ， 则 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 r(4) = 并 
A 0 OO A A C A 0 、 

07) 你 生生 0 人 [2 下 [2 下 (全 | 区 部 为 4) +7(B) 
3. 矩阵 秩 的 计算 
通常 ， 用 以 下 的 初等 行 变 换 方法 计算 矩阵 的 秩 : 

设 4 是 m xn 矩阵， 经 过 一 系列 初等 行 变换 后 成 为 阶梯 形 和 矩阵， 则 r( 4 和) 等 于 B 中 非 
零 行 的 个 数 ， 其 中 ， 满 足以 下 条 件 的 矩阵 称 为 阶梯 形 和 矩阵 : 

(1) 元 素 全 为 零 的 行 ( 称 为 零 行 ) 在 矩阵 的 最 下 方 ; 

(2) 对 于 非 零 行 , 第 i+1 行 的 由 左 至 右 的 第 一 个 非 零 元 素 的 列 标 必 大 于 第 i 行 由 左 至 右 
的 第 一 个 非 零 元 素 的 列 标 .例如 














2 305 1r0i1 3 -10 
0:1 3 2 0 0 
0 0i4 2)\000 00 
都 是 阶梯 形 和 矩阵 . 
【典型 例题 】 
例 5.6.1 (单项 选择 题 ) 设 A 是 mxn 和 矩阵 ，B 是 nxm 和 矩阵 ， 则 ( ). 
A. 当 m >n 时 ， | AB| #0 B. 当 m>n 时 ， | A4B| =0 
C. 当 m <n 时 ,| AB| #0 D. 当 m <n 时 ,| AB| =0 


精 解 ” 显 然 ，4B 是 m 阶 和 矩阵 . 由 (4B)<minim, n| 知 ， 当 m>n 时 有 7(AB) <n< 
m， 即 4B 的 秩 小 于 它 的 阶 数 ， 所 以 1 4B1 =0. 
因此 本 题 选 B. 














1 2 3 
例 $. 6. 2 sme-| 4 1z|, P 为 三 阶 非 零 矩 泗 ， 量 PQ =0;， 则 ( ). 
3 6 9 





A. t=6 时 , P 的 秩 必 为 1 B. t=6 时 , P 的 秩 必 为 2 
C. 大 6 时 , P 的 秩 必 为 1 D. tz6 时 , P 的 秩 必 为 2 


精 解 ” 当 16 时 ， 由 
1 2 3 1 2 3 
初等 行 变换 
| 0 | 0 | 
0 0 0 0 0 0 
知 r(O) =2. 
此 外 , 由 PO =0; 知 r(P) +r(Q) -3<r(PO) =0,， 即 0 <r(P) 三 1( 利 用 己 是 非 零 矩阵 
和 7r(O) =2). 由 此 得 到 r( 己 ) =1. 
因此 本 题 选 C. 
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例 5.6.3 求 和 矩阵 4 的 秩 ， 其 中 


1 10 -6 1 
精 解 ”利用 初等 行 变 换 法 计算 4 的 秩 . 





1 0 ‘=€ 1 1 10 -06 1 

4 一 2 -1 A 5m OI0 -21 A+l2 3 
1 A =1 2 0 A-10 3 1 
1 10 = 1 1 10 -0 1 
0 -3(A-3) A-3 0 I0 入 = 10 5 1 |， 
0 入 =10 3 1 0 -3(A-3) A-3 0 


所 以 ， 当 和 -3=0,， 即 入 =3 时 ,由 


1 10 -6 1 
4 一 人 0 -7 5 1 
0 0 0 0 
知 r(4) =2. 此 外 ， 当 和 六 3 时 ,由 
1 10 -61 


知 r(4) =3 | 这 是 因为 |0 5 1 =-1z0 |. 





0 10 
1 1 11 
. 0 1 -1 2 
例 5.6.4 设 和 矩阵 A = 的 秩 为 3， 求 a, 5 的 取 值 范围 . 
2 3 a4 
3 5 17 
精 解 ” 用 初等 行 变换 法 将 4 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ， 然 后 根据 >(4) =3， 确定 a, 5b 的 值 . 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
0 1 -1 2 0 1 -1 b 0 1 -1 
4 一 一 一 一 
0 1 4-2 2 0 0 a-1 2-b 00 a-1 0 
02 -2 4 00 0 2(2-8) 00 0 2-6 
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于 是 , 由 r(4) =3 知 ，a,&。 应 满足 
人 关 0， ,i | = 0， 
2-b=0, 2-b#*0. 
所 以 ， 取 值 范 围 是 az1 且 =2， 或 a=1 且 10 径 2. 
例 5.6.5 设 A,B 都 是 n 阶 矩阵， 且 A4BA=B-'. 证 明 .: 
r(E, +AB) +r(E, - AB) =n. 
精 解 ”利用 和 矩阵 秩 的 性 质证 明 
r(E, +AB) +r(E, -AB) <n 和 7r(E, +AB) +r(E, - AB) 三 也 
同时 成 立即 可 . 
由 4B4 =B-! 得 4BAB =E,， 所 以 
(E, AB)(E, -AB) = E, +AB -AB -ABAB = 0,. 











从 而 有 
r(E, + AB) +r(E, - AB) -n=<r((E, +AB)(E, -AB)) =0, 
即 r(E, +AB) +r(E, - AB) <n. (1) 
此 外 ,rr(E, +AB) +r(E, -AB)=r((E, +AB) +(E,-AB))=r(2E,) =n, 
即 r(E, +AB) +r(E, -AB) =n. (2) 
由 式 (1) 和 式 (2) 得 
r(E, +AB) +r(E, -AB) =n. 
向 量 组 的 线性 相关 性 
【主要 内 容 】 


1. 问 量 的 线性 表示 
设 aw ,mo%，…，a，B 部 是 nn 维 向 量 ， 如 果 存 在 数 和 |，A,，…，A,,， 使 得 
B =Aal+Aas + + A AQ, 
则 称 B 可 由 向 量 组 wm, ， …，Q,, 线性 表示 (或 线性 表 出 ). 
设 向 量 组 wm ， Qt ee i ti B,，…，B, 线性 表示 ， 则 称 癌 
量 组 w ，o ，…， ag B,，…， PB, 线性 表示 . 
设 向 量 组 w ，o ，… ，w， 富生 B;，，…，B, 可 以 相互 线性 表示 ， 则 称 向 量 组 
a ，Q@;，…，@, 与 向 量 组 B, ，B, ，…，B .等 价 . 
2. 向 量 组 的 线性 相关 性 
设 有 向 量 组 w ，o。 ，…，aw,， ， 如 果 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 A， …， 入 ,,， 使 得 
ee tA +…+AG =0 (与 ai T 量 ) (+*) 
则 称 向 量 …，Q@, 线性 相关 ; ne …，w， 线 性 无 关 ， 即 仅 当 
AN =A = =A, 2 时 式 ( * ) 成 立 ， 称 向 量 组 ai ， a ，。 线 性 无 关 ， 
关于 向 量 组 线性 相关 性 的 常用 结论 : 
(1) 向 量 组 mw ， …，Qn(m 宇 2 ) 线 性 相关 (线性 无 关 ) 的 充分 必要 条 件 为 其 中 至 少 
一 个 向 量 (其 中 没有 一 个 可 量 ) 可 由 其 他 m -1 个 向 量 线性 表示 . 
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向 量 wa 线性 相关 (线性 无 关 ) 的 充分 必要 条 件 是 @ = ee 
(2) J Q;，…，Q,, 线性 无 关 ， 而 向 量 组 mw ， …，Q,,，B 线性 相关 ， 





则 BB 可 由 Ql，@，…，@ 线性 表示 ， 且 表示 法 是 唯一 的 . 
(3) 如 果 向 量 组 中 有 部 分 向 量 组 线性 相关 ， 则 整个 向 量 组 线性 相关 ; 如 果 向 量 组 线性 无 
关 ， 则 它 的 任 一 部 分 组 线性 无 关 . 




















(4) 记 向 量 组 m ，a2 ，… Dp de 
向 量 组 为 B，， B,, 人 B,，, a Wa Qn 线性 相关 时 ， Bi, BbB,, SS Bb,, 线 
PA ha ee a ma ，o ，…，Q 线性 无 关 . 





(5) 设 @,@,…, ,与 Bi, B,, …, BP, 是 两 个 向 量 组 ， 如 果 aw ，o%，…，w, 可 由 
向 量 组 B, ，B, ，…，B, 线性 表示 ， 且 >s， 则 aw ，o ，…，w, 线性 相关 ; 如 果 向 量 组 mi ， 
o ，…，w; 可 由 Bl, B,，…, PB, 线性 表示 ， 且 aw ，o ，…，w 线性 无 关 ， 则 大. 

(6) n+1 个 nn 维 向 量 线性 相关 . 

(7) 含有 零 向 量 的 向 量 组 线性 相关 . 

(8) n 个 n 维 向 量 线性 相关 (线性 无 关 ) 的 充分 必要 条 件 是 以 这 nn 个 向 量 为 列 向 量 (或 行 
向 量 ) 构 成 的 n 阶 和 矩阵 的 行列 式 为 零 (不 为 零 ). 

【典型 例题 】 

例 5.7.1 (单项 选择 题 ) 已 知 向 量 组 w ，o ，oa3s ，o 线性 无 关 ， 则 向 量 组 ( ). 

A. al + ，a + 上 3 ，a3 +a4 ，a4 +O) 

B. ao -mo，m -a, GG- Wy-A 线性 无 关 

C. a +， ta, QO +t, QI 一 Qi 线性 无 关 

D. a + ， + ， 0 -4 ，Q@4 -ai 线性 无 关 

精 解 ”利用 向 量 组 线性 相关 性 的 定义 ， ne 

因为 (@ +m) -(owm+mo)+(a +m)-(a +al)=0， 


(a -mo)+(o- 上 o)+(as-a)+(a -ai)=0， 





















































(al +m) -oa +) + -oa)+(a -al)=0， 








所 以 , 选项 A，B，D 中 的 向 量 组 都 是 线性 相关 的 . 

因此 本 题 选 C 

例 5.7.2 (单项 选择 题 ) 设 向 量 组 a, B,， 7 线性 无 关 ， 向 量 组 w，B，5 线性 相关 ， 则 
( ). 


A. a 必 可 由 B，y, 6 线性 表示 B. BB 必 不 可 由 a，y, 6 线性 表示 

C. 6 必 可 由 @, B, 线性 表示 D. 5 必 不 可 由 wa，B8，7y 线性 表示 

精 解 ”由 w，B， 5 线性 相关 ， 而 w，p 线性 无 关 (aw，B ，7 线性 无 关 必 有 aw，B 线性 无 
关 ) ， 所 以 6 可 由 @, B 线性 表示 ， 记 为 

O06=kat+hpB = koat+hB +0r. 

由 此 可 知 6 可 由 aw，B8，7 线性 表示 . 

因此 本 题 选 C. 

例 5.7.3 (单项 选择 题 ) 设 癌 量 B 可 由 向 量 组 w ，o ，…，a， 线性 表示 ， 但 不 能 由 向 
量 组 (了): mw， ww，…，aw 1 线性 表示 ， 记 向 量 组 (TI): oaw，o，…，aw， 1，pB， 
则 ( ): 
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辆 
A，uw 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 ， 也 不 能 由 ( 卫 ) 线 性 表示 
Baw， 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 ， 但 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 
C. a 可 由 (I) 线性 表示 ， 也 可 由 ( 卫 ) 线 性 表示 
D. @a,, 可 由 (了 ) 线 性 表示 ,但 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 


精 解 ” 先 考虑 a,, 可 否 由 (| ) 线 性 表示 . 用 反 证 法 . 
如 果 oa 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 ， 则 由 局 可 由 向 量 组 wm ，o ，…，aw， 线性 表示 推 得 可 由 
mm， 四 ，.…，aw,，， 线 性 表示 ， 即 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 .这 与 题 设 矛盾 . 因此 ，a, 不 能 由 ( 工 ) 
线性 表示 . 
再 考虑 we 可 否 由 ( 了) 线性 表示 . 
由 于 B 可 由 Qi，@,，…，Q@ 线性 表示 ， 所 以 存在 数 ，k,，…，h,,， 使 得 
B= koe +ho + + hy Qn + ko, 


由 于 不 能 由 (I) 线性 表示 ， 所 以 ,0. 可 是 由 式 (1) 得 














1 k 
QO, i | 


即 ay 可 由 ( 卫 ) 线 性 表示 . 
因此 本 题 选 B. 
例 5.7.4 已 知 向 量 组 
@ = (1,2,3,3)7,m = (-1, -4,1,1)T,a = (3,5,4,t +2)T,@ = (-2,—-8,2,1).. 
问 :为何 值 时 该 向 量 组 线性 相关 ? 
精 解 ”由 于 所 给 的 向 量 组 是 由 四 个 4 维 向 量 组 成 的 ， 所 以 以 它们 为 列 向 量 构成 四 阶 和 矩阵 
A=(@l，@，Q@3，Q@4)， 然 后 令 1 41 =0 即 可 解 得 所 求 的 1 值 . 
| 1 -1 3 -2 














2 -4 5 一 8 0 -2 -1l 一 4 
显然 ，| 41 = 王 
3 1 4 2 0 4 -5 8 
3 1 +2 t 0 4 1-7 1+6 
-2 -1 一 4 -2 -1 一 4 
= 4 -5 8 | 三 0 -7 0 |=14(t-2). 
4 1-7 1+0 0 1-9 1-2 





于 是 , 由 141 =0 得 :=2， 即 上 =2 时 ，a ，@;， Qs3，@4 线性 相关 . 

例 5.7.5 设 A 是 n 阶 矩阵 ,x 是 nn 维 列 向 量 ， 如 果 对 某 个 正 整 数 有 A*-1x 承 0, 但 
4ix =0. 证 明 : x，Ax，…，A*-!x 线性 无 关 . 

精 解 ”用 向量 组 线性 无 关 定义 证 明 . 

假设 存在 数 和 | ，A,，…，A 和 ;， 使 得 

AIxX+AAx + +AiA'!'x = 0. (1) 
用 A“-! 左 乘 式 (1) 的 两 边 得 
AAr lx +TA 4 +… +AA* x = 0. 

由 题 设 A“x =0 推 得 4 和 xz =… =A”*-?x =0， 将 它们 代入 上 式 得 A14“-!'x =0. 于 是 由 

A*-1x 考 0 得 和 | =0. 将 它 代入 式 (1) 得 
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AsAx + :+AA' lx = 0. (2) 
用 4“ 局 左 乘 式 (2) 的 两 边 得 A,A*-!1x +…+A,A*3x=0. 由 此 推 得 A, =0. 同 理 可 得 和 A = 
=A; =0， 所 以 由 向 量 组 线性 无 关 的 定义 知 ，x，Ax，…，A*-ix 线性 无 关 . 








向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 与 秩 











【主要 内 容 】 
1. 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 的 概念 
如 果 向 量 组 @， …，Q@ 的 部 分 组 @; ，@;, ，…，wi 满足 以 下 两 个 条 件 : 











en 

(2) wo，…，awn 中 的 任 一 个 向 量 都 可 由 @; ，@; ，…，@; 线性 表示 ， 则 称 mi ， 
Qi 是 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 简 称 极 大 无 关 组 . 

极 大 线性 无 关 组 的 性 质 : 

(1) 向 量 组 与 它 的 任 一 个 极 大 无 关 组 等 价 . 

(2) 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 等 价 . 

(3) 向 量 组 的 每 个 极 大 无 关 组 都 含 相同 个 数 的 向 量 . 

2. 向 量 组 的 秩 的 概念 

向 量 组 gi ，@;，…，@ 的 极 大 无 关 组 中 所 含 的 向 量 个 数 称 为 该 向 量 组 的 秩 ， 记 为 
r(ai ， 0 ，…， CQ ). 

名 量 组 秩 的 性 质 : 

(1) 和 抢 阵 行 向 量 组 与 列 向 量 组 的 秩 相等 ， 且 都 等 于 该 矩 阵 的 秩 . 因此 向 量 组 的 秩 ， 可 以 
通过 对 应 的 矩阵 ( 即将 所 给 的 向 量 组 作为 行 向 量 组 或 列 向 量 组 构成 的 矩阵 ) 的 秩 的 计算 得 到 . 

对 两 个 m xn 和 矩阵 A4，B, r(4) =r(B) 的 充分 必要 条 件 是 4 与 B 等 价 . 

(2) 设 向 量 组 w ，@;，…，Q@, 可 由 癌 量 组 B; ，B,，…，B, 线性 表示 ， 则 

ra ,0,) 7(Bi,B,,…,B,). 
(3) 设 向 量 组 wm ，@;,，…，@, 与 问 量 组 B1,，B;,，…,，pB, 等 价 ， 则 
ra oa) = 7(B "Bs 

(4) 已 知 r(@，@，…，Q,) =r， 则 向 量 组 mw ， …，wm, 中 任意 7 个 线性 无 关 向 量 

就 是 该 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 特 别 地 ， 当 
(Qi ,0 ,0,) = 


时 ， 向 量 组 we ，o ，…，w, 线性 无 关 . 
【典型 例题 】 


例 5.8.1 设 向 量 组 w =(1+ac， 1,1,1)',@,=(2,2+a, 2,，2)7，o =(3，3， 


3 +a,， 3) ，o = (4, 4，4， 4 +a) ， 间 o 为 何 值 时 ，a ，o ，% ，a4 线性 相关 ? 求 此 时 的 
所 有 极 大 线性 无 关 组 . 
精 解 ” 由 于 向 量 组 是 由 四 个 4 维 向 量 组 成 ， 所 以 从 考虑 4 = (a ，o， 四 ，w ) 的 行列 
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式 人 手 . 
lr+a 2 3 4 lO0+a 2 3 4 
1 2+ 3 4 10+a 2+ 3 4 
由 于 [| A1 = 
2 3+a 4 lO0+a 2 3+a 4 
1 2 3 4+a 10+a 2 3 4+a 
1 2 3 4 1 2 3 4 
1 2+a 3 4 0 a 0 0 
=(10+a) =(10+a) =(10 +a)a3， 
1 2 3+a 4 0 0 0 
1 2 3 4+a 0 0 0 a 
所 以 由 141 =0 得 a=0，-10， 即 当 a =0，-10 时 , @l，@,，Q3，@ 线性 相关 . 
1 2 3 4 
1 2 4 ee 
当 a=0 时 ， 4= 1 2 3 4 9 r(4) =1. 此 时 ， Ql, ，a3，G4 中 的 任 一 向 量 都 是 一 
1 2 3 4 
个 极 大 线性 无 关 组 . 
当 c= -10 时 , 由 
-9 2 3 4 1 2 3 -6 
1 -8 “3 4 | 初等 行 变换 1 -8 3 4 
A = a 一 
1 2 -7 4| (以 下 同 ) 1 2 -7 
1 2 3 -56 -9 2 3 
1 2 3 -6 1 2 3 -6 
0 -10 0 10 0 | - 10 0 10 
一 一 一 
0 0 -10 10 0 0 |-10 10 
0 20 30 -50 0 0 0 0 


知 r(4) =3. 由 于 此 时 @ +o +as +m =0， 所 以 , o%，omo，m 中 任意 3 个 向 量 都 是 一 个 
极 大 线性 无 关 组 . 

例 5.8.2 已 知 向 量 组 B| = (0, 1，-1)', B;=(a, 2, 1)', B;=(5，1, 0)7 与 向 量 
组 @ =(1, 2，-3)7T, %=(3, 0, 1)', om =(9，6，-7)7 具有 相同 的 秩 ， 且 B; 可 由 
al ，m ，o3 线性 表示 ， 求 参数 c，2% 的 值 . 

精 解 ”显然 w ，o 线性 无 关 ， 但 由 o =3a +2a 知 w ，o ，a3 线性 相关 . 

因此 r(aw ，o ，a3 ) =2. 于 是 由 题 设 知 7(B1, PB,, B;) =2， 即 B,,，B,，PB; 线性 相关 . 

由 此 得 到 由 B, ，B, ，B3 作为 列 构成 的 行列 式 

0 a 5b 
1 2 1 
-1 1 0 
此 外 ， 由 BB; 可 由 am ，ow ，om 线性 表示 知 ，B; 可 由 wa ，o 线性 表示 ， 即 @,，@, ,BPB; 
线性 相关 ， 所 以 ， 以 % ，om ，B3 作为 列 构成 的 行列 式 
1 3 6b 
2 0 1 
-3 1 0 


=0， 即 a = 36. (1) 








=0， 即 b=5. (2) 
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将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 a=15. 

例 5.8.3 已 知 三 个 向 量 组 (IT): @,;@,;, mm; (1): ea, @w@, @, @; (1): ai， 
@;，Q@3，Q@s 的 秩 分 别 为 3，3，4. 证 明 : 辐 量 组 w ，o ，as ，m -as 的 秩 为 4. 

精 解 ”显然 ， 只 要 证 明 aw ，o% ，o ，m -as 线性 无 关 即 可 . 

假设 存在 数 启 ，k,，ks，ks 使 得 


ka + jiao +has + 让 (ad -a) =0， (1) 














即 ka + ja + hos + kay - koas = 0. (2) 
由 ( 工 ) 的 秩 为 3 知 qi，@,，as 线性 无 关 ， 所 以 由 ( 工 ) 的 秩 为 3 知 o 可 由 @，@y，@ 
线性 表示 ， 记 为 


a4 = AIGI + AQ + M0. (3 ) 
将 式 (3) 代 入 式 (2) 得 
ka + ha + hes + 让 (AQ + AQ + Aa3Q@3) - hags = 0, 
即 (kl + Aika oa +t (ky + Aka a + (ks +Aska os - kaags = 0. (4) 


由 题 设 知 ( 看 ) 的 秩 为 4， 即 w ,四 ，om ，@s 线性 无 关 ， 所 以 式 (4) 中 的 系数 全 为 堆 ， 
即 有 


kl +Aiks = 0， 
ky +Asks = 0， 
ks +A31 = 0， 
0 
由 此 得 到 式 (1) 中 的 嫩 = 记 ==h=0， 因 此 @，@,，@3，Q@4 -as 线性 无 关 ， 它 的 秩 为 4. 
1 0 0 -2 
例 5. 8.4 0 py 9 ”上 (其中, a， 
0 0 -1l 5 
0 0 0 0 


mw， 四， w 是 4 的 列 向 量 组 ) ， 求 4 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 并 求 与 其 余 列 向 
量 对 应 的 极 大 线性 无 关 组 的 线性 表达 式 . 





0 0 3 
精 解 ” 记 B= (Bi1, pB,, PB;， 2 ， 由 阶梯 形 和 矩阵 知 B, ，P，， 
(B1, B,, Bs, Ba) Ee ng Bi, B,, B; 
0 0 0 0 
是 B 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 且 
Bs = -2B! + 6B, - 5B;. 
由 于 B 是 A 经 初等 行 变换 得 到 的 矩阵 ， 上 且 aw ，as，as，@s 是 4 的 列 向 量 组 ， 所 以 w ， 
o ，m 是 ai ，o ，a3s ，m4 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 且 
a4 =- 20 +0a - SQ. 
注 ” 当 同时 要 求 向 量 组 (I ) 的 极 大 线性 无 关 组 及 与 其 余 向 量 对 应 的 极 大 线性 无 关 组 的 
线性 表达 式 时 ， 可 将 该 向 量 组 作为 某 个 矩阵 4 的 列 向 量 组 ， 对 4 施行 初等 行 变 换 化 为 阶梯 
形 和 矩阵 如 ， 则 有 以 下 两 个 结论 : 


1 0 0 -2 
1 
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(1) B 中 每 一 个 非 零 行 的 第 1 个 非 零 元 素 所 在 的 列 向 量 即 为 B 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线 
性 无 关 组 ， 而 其 余 的 列 向 量 都 可 由 这 个 极 大 线性 无 关 组 表示 . 例如 ， 上 例 中 的 pB1, BpB,，, B; 
是 关于 Bl ,PB,， PB;3，PBs 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 且 有 

Bs =-20 + 6B, -5303. 

(2) 4 中 与 B 的 极 大 线性 无 关 组 对 应 的 列 向 量 构成 4 的 列 向 量 组 ( 即 所 给 的 向 量 组 
( 工 ) ) 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 并 且 它 的 其 余 的 每 个 向 量 都 可 由 这 个 极 大 线性 无 关 组 线性 表 
示 ， 而 且 表 达 式 与 B 的 其 余 列 向 量 表达 式 对 应 相等 . 例如 ， 上 例 中 mo 的 关于 ww ，o ，om 
的 线性 表达 式 与 B4 = -2B1 +6B, -5B3 相同 ， 即 

a4 =- 20 +0a 

例 5.8.5 (单项 选择 题 ) 设 nn 维 列 向 量 组 mw) ， …，Qm(m <n) 线 性 无 关 ， 则 n 维 列 
向 量 组 B, ，B,，…，PB,, 线性 无 关 的 充分 必要 条 : 件 是 ( 六 

A. 向 量 组 w ，。 ，…，aw， 可 由 问 量 组 B61 ，B,;,，…， PB, 线性 表示 

B. 向 量 组 B61,B,，…, PB, 可 由 向 量 组 w ，@, ，…，aw， 线性 表示 

C. 向 量 组 w ，o ，…，a, 与 向 量 组 B ，B, ，…，B， 等 价 

D. 矩阵 4 =(@i，@;，…，Q@, ) 与 算 阵 B=(B1，pB,，…， PB, ) 等 价 

精 解 ” 先 考 虑 选项 A, B,C. 

设 向 量 组 @ = (1, 0, 0)', @, =(0, 1, 0)'， 显然 ,它们 线性 无 关 ， 向 量 组 B61 = (1， 
0, 0)', Bs = (0, 0, 1)' 也 线性 无 关 ， 向 量 组 % ，o 不 能 由 问 量 组 61, B， 线性 表示 ， 同 
样 向 量 组 B, ，B，, 也 不 能 由 向 量 组 wm ，@, 线性 表示 . 所 以 选项 A，B，C 都 不 能 选 . 

因此 本 题 选 D. 

注 〈i) 选项 DD 是 正确 的 ， 现 证 明 如 下 ; 

必要 性 . 设 B|，B, ，…，B， 线性 无 关 ,， 则 r(B) =r(B，B ，…，B，) =m， 男 由 题 设 
知 r(4) =r(a，o，…，an) =m， 即 4,，B 有 相同 的 秩 ， 从 而 4 与 B 等 价 . 

0 则 r(Bi, Bs, …, B,) =r(B) =r(4) =r(a，o，…，a，) 
=m， 从 而 Bl， PB,，…， BPB,, 线性 无 关 . 

(i) 出 本 题 可 以 得 出 以 下 结论 ， 

设 4, B 都 是 mxn 算 了 泗 ， 则 r(4) =r(B) 是 4 与 B 等 价 的 充分 必要 条 件 ; 设 两 个 n 维 
向 量 组 (了 ): ao，…， an 和 (了): Bi1, B,,…, DB， 则 r(4) =r(B) 是 ( 工 ) 与 ( 工 ) 
等 价 的 充分 而 非 必要 条 件 . 




































































向 量 组 的 标准 正 交 化 与 正 交 矩 阵 





【主要 内 容 】 

1. 向 量 内 积 的 概念 

(1) 向 量 的 内 积 

设 冯 维 向 量 w = (ai ， CD ，，…， a ) ， B=(6, b,, …, 0 ) 工 ， 则 称 数 
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为 a 与 B 的 内 积 . 

向 量 内 积 的 性 质 : 设 a, 6,y 都 是 n 维 向 量 ,， 则 有 

(1) (a, B)=(B, a); 

(Hi) (a+pB, 7)=(a, 7) +(B, 7); 

( 首 ) (fa, B) =(@, 有) =FCa，B) (为 常数 ) ; 

(V) (ae，a)=0. 称 上 al = V(a,，@) 为 向 量 @ 的 模 ， 且 a =0 的 充分 必要 条 件 是 
oa=0. 

(2) 向 量 正 交 的 概念 

设 w=(a oa) B=(0n， 0 六) 都 是 闷 维 非 零 向 量 ， 则 当 
(a, B) =0， 即 w+wb +…+a,b, =0 时 , 称 w 与 B 正 区. 

2. 向 量 组 的 单位 正 交 化 

(1) 单位 正 交 向 量 组 

设 wa ，o% ，…，aw 是 向 量 组 ， 如 果 它 们 是 两 两 正 交 的 非 零 向 量 ， 则 称 w ，m ， 
wa,， 是 正 交 向 量 组 . 

设 w ，% ，…，an 是 正 交 向 量 组 ， 如 果 其 中 每 个 向 量 的 模 都 为 1， 则 称 mm ，m ， 
wa， 是 单位 正 交 问 量 组 . 

单位 正 交 向 量 组 的 性 质 : 设 w ，@,，…，@, 是 单位 正 交 向 量 组 ， 则 

Ci (oo = i jl, 2 

， 了 一/ 

(下 ) ww ，o，…，aw， 线性 无 关 ， 即 r(al ，o ，…，aw，) =m. 

(2) 向 量 组 单位 正 交 化 方法 ( 施 密 特 单位 正 交 化 ) 

设 向 量 组 w ，@,，…，Q@,, 线性 无 天 ， 则 存在 与 该 向 量 组 等 价 的 单位 正 交 问 量 组 si ， 
6，…，E,. 由 Qi ， 0 ，…，Q, 到 gl ，e,，…，E 的 过 程 称 为 wm ，o ，…，aw， 的 单位 正 
交 化 . 

线性 无 关 回 量 组 w ，。 ，…，a 单位 正 交 化 的 施 密 特 方法 如 下 . 

( i) 正 交 化 : 取 

















Bi = Ql,， 
_ (Bi,%,) 
PB = mB Be 
和 (Bi ,as ) _ (DB ,a ) 
Bs = % pp) (BB EY 
Ba), (Boyan), (Buse) 
bn = on (BiB Pe! (Bs.B, (Ba Ba 
(让) 单位 化 
sb ,~ .Bb ,Bb 
1 TB pl TB 


由 此 得 到 的 ej ，s;,，…，e, 是 w ，@,，…，Q, 的 单位 正 交 化 向 量 组 . 
3. 正 交 和 矩阵 
设 4 是 ” 阶 实 矩 阵 . 如 果 474 = 为 ， 则 称 4 是 n 阶 正 交 和 矩阵 . 
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化 . 


正 交 矩阵 的 性 质 : 设 A，B 都 是 nn 阶 正 交 算 了 泗 ， 则 
(1) 4 可 道 , 且 A4-!1=A4",， 从 而 有 AAT=E,; 

(2) 141 =-1 或 1; 

(3) 4' 与 4 一 都 是 正 交 和 矩阵 ; 

(4) 4 的 列 向 量 组 与 行 向 量 组 都 是 单位 正 交 回 量 组 . 


【典型 例题 】 


例 5.9.1 试 将 向 量 组 @ = (2, 0， 1) 7 ， @, =(0， LE: 0) ， as =(] ， 0， 2) 7 单位 正 交 














精 解 ” 首 先 正 交 化 ， 注意 m% 与 @ 正 交 ， 所 以 可 取 
1 二 4 = (2,0,1)， 2 二 QQ = (0,1,0), 


且 由 施 密 特 正 交 化 方法 知 


(Bi ,as ) (B, ,03 ) 














B; =Q3 一 (Bi .Bb! Se (B, .Bh 
=(1,0,2)" -人 (2,0,1)7 - 工 (0,1.0)7 
3 6 
-人 0) 
其 次 单位 化 : 取 
时 bi 人 2 1 NT BbB; 让 B; 和 2Y 
Rd 


E21 ，E;，63 即 为 @y ，@, ，@ 的 单位 正 交 化 向 量 组 . 
例 5.9.2 设 w ，om，o 与 B1,B, 是 两 个 线性 无 关 的 向 量 组 , 且 (@;, B;) =0(i = 1， 


2, 3; j=1, 2). 证 明 : 向 量 组 w ，。 ，al ，B ,Bs 线性 无 关 . 


即 


精 解 ”用 向 量 组 线性 无 关 的 定义 证 明 . 

假设 存在 数 入 | ，A,，A3， 1，K>， 使 得 
A@ + A2a2 + MQ + HB1 + HB, = 0， (1) 
Alial + A2a2 + As@3 = 一 AID - wp- (2) 


于 是 ，(Aial +Ao@ +A3ai ，AiaI + AsQ, +A3ao3 ) 


= (Ma +A2ao +As@s, -KB1 -tpB,) 

=Am (a, BI) -Am，B) -Mm la, BI) -Am(a, B,)-— 
A (@, By) -Np 0, B,) 

=0( 利 用 题 设 (w ，B)) =0, i=1, 2, 3; j=1, 2). 


由 此 得 到 


Ai@ + Au +A3a3 = 0. (3 ) 


由 于 am ， 2 ，03 线性 无 关 ， 所 以 由 式 (3 ) 得 Al =A, =A; =0. 将 它 代 入 式 (2) 得 


NiB + mB, = 0. 


由 于 8 ，P， 线性 无 关 ， 所 以 pw = =0. 








由 上 可 知 ， 当 且 仅 当 A =As =A3 = = 上 =0 时 式 (1) 成 立 , 所 以 @, @,，@;,， Bi 


Bs 线性 无 关 . 
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例 5.9.3 设 4, 妃 都 是 六 阶 正 交 和 矩阵 ,， 且 141 +1BI =0, 求 行列 式 | A4+B1 的 值 


精 解 ” 利 用 正 交 和 矩阵 的 定义 与 性 质 计 算 行 列 式 1 A4 +B1. 
由 4, 中 都 是 正 交 和 矩阵 ， 知 
447 = E,,B'B =E,, 


所 以 
A+B =AE, +E,B = AB'B+AA'B 
=A(B' +A')B = A(A +B)'B. 
从 而 14+BIl =14A1Il1 (4+B)'I1BIlI=-1A1 14A4+BI (利用 | AI1 +1BI =0， 
即 |1 BI| =-141)， 


即 1A+BI (1+1A1’*)=0. 

由 于 1+1A41? 款 0， 所 以 由 上 式 得 | A4 +B| =0. 

例 5.9.4 设 A 是 实 对 称 和 矩阵 ，B 是 实 反 对 称 和 矩阵 ，A4B =B4， 且 4 - 嫂 是 可 逆 和 矩阵 . 
证 明 : (4 +B)(A-B) -1 是 正 交 矩阵. 

精 解 ” 由 题 设 知 47 =4，BTI= -B， 从 而 由 A -B 可逆 知 A4+B=(4-B)' 可 逆 . 从 而 





由 
[(A+B)(A4-B) |]'[(A+B)(A4-B)"] 
=[(4-B) -1 [(4+B) (A+B)](A-B)™ 
=[(4-B)']"[(A4-B)(A+B)]I(A-B)” 
= (A+B)-'(A+B)(A -B)(A-B)-! 
(由 题 设 AB = BA 知 (A -B)(A +B) = (A4+B)(A4 -B)) 
=[(A4+B) (A+B)][(A4 -B)(A4-B) "]=E, 
知 (A4+B)(A-B)-! 是 正 交 矩阵 . 





n 维 向 量 空间 


【主要 内 容 】 


1. 向 量 空间 与 n 维 向 量 空间 的 概念 

(1) 向 量 空间 

设 了 是 同 维 向 量 的 非 空 集 合 ， 且 对 向 量 的 加 法 和 数 乘 这 两 种 运算 是 封闭 的 ， 则 称 了 是 
向 量 空间 . 

(2) n 维 向 量 空间 

设 V 是 向 量 空间 ， 如 果 V 中 存在 线性 无 关 向 量 组 ea ，e, ，…，s， 且 站 中 的 任 一 向 量 
都 可 由 这 个 向 量 组 线性 表示 ， 则 称 玉 是 nn 维 向 量 空间 ,， 记 为 站, 称 2j，e,，…，6 为 了 的 
一 组 基 . 显然 V 中 任 一 向 量 x， 对 s ，s ，…，E， 的 线性 表达 式 是 唯一 的 ， 记 为 

xX = XIEl + XE 十 … + NiE (1) 


到 “了 9 


称 x ，x， ，…，x, 是 x 在 基 e8|，e,，…，E, 下 的 坐标 ， 式 (1) 也 可 记 为 
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X= (21 ,22 1 ) 


2. 基 变 换 与 坐标 变换 

(1) 基 变 换 

设 n 维 向 量 空间 多 中 有 两 组 基 21, ey, …, 2 和 1, my，…, Fa， 且 
M1 = Qnel + 02122 + + AneEn, 


1 = Cl221 + 02222 十 + Qe, 


Nn = QIn€l + 0Q2n22 机 QnnEn, 
Ql 2 YY Qn 
a a “a 
a 21 22 2n 
即 (1 7 17) = (81 yy ? 
nl Un nn 


U1 QQ12 Qin 


Na C a 二 C2nm 
则 称 它们 为 由 基 gj ，e ，…，s, 到 基 ， 态 ，…，9, 的 基 变换 ， 称 4=| ” 2 


为 由 基 el ，e ，…，E, 到 基 wg/ ，7 ，…，7, 的 过 渡 和 矩阵 . 

过 渡 和 矩阵 有 以 下 性 质 : 

(1 ) 设 a ,5 …,， 6 与， Wp，…， ,是 VV 的 两 组 基 ， 则 基 s ，s ，…，s，, 到 
基 gg， ，…，7, 的 过 渡 和 矩阵 是 nn 阶 可 逆 矩 阵 . 

(让 ) 设 2j， sy， …， 8, 与， Wp ，…， ,是 V( 在 其 中 定义 了 内 积 ) 的 两 组 单位 正 交 
基 ( 即 2j，s,，,…， 6 与 四 ,mp ，…，1, 部 是 单位 正 交 问 量 组 )， 则 基 ej ，e,，…，E, 到 
基 9 ，m,，…，7，, 的 过 渡 矩 阵 是 nn 阶 正 交 和 矩 阵 . 

(2) 坐标 变换 

设 V 的 癌 量 x 在 基 6|，e,,，…，E, 和 基 % ，7 ，…，71, 下 的 坐标 分 别 为 x| ，x，，…， 
x Fy yy Eh 








YX1 | 


)2 


X 
,= (21 ,172 ,0 ) » 


X= (El ,£2 2 ) 


Nn yn 
且 基 2E1， 2E2 ， ”9 E) 到 基 711， 2172 ， 请 27， 的 过 渡 和 矩阵 为 4， 则 MX1， XI ， ee 1 与 yi， 
y2，"…，)i 之 间 有 以 下 关系 


YX1 少 1{ 》1 Xl 


Xn yn yn Xn 
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【典型 例题 】 


例 5.10.1 求 在 3 维 向 量 空间 中 ， 从 基 m =(1, 1，1)7，mw=(1，0，-1)7，o3 = 
(1, 0,，1)7 到 B =(1,2,， 1)7, B,=(2, 3, 4)7,，pB; =(3，4，3)7 的 过 渡 矩 阵 4. 
精 解 ”由 过 渡 和 矩阵 的 定义 知 
(0 03) = (aa ,as )4， 








1 1 2 3 
即 A=(@a,ow,a) (Bi,B;y,B3) = I1 00| 2 3 4. (1) 
1 -1 1/ \1 43 
1 a 
由 于 |1 0 0 0 1 0 | -1 -1 1 0 上 | 一 
1 -1 1i0 0 1 0 -2 0i:-101 
1 0:0 1 0 100:0 1 0 
中 
:1 1 :2 2 
J 0 1 1i1 -1 0 
100:0 1 0 
:1 1 
0 1 0905 | 
:1 1 
0 0 1:7 -1 7 
0 1 0 
1 1 171 1 1 
所 以 1 0 0| -| 二 0 -Z| 将 它 代 和 信 式 (1) 得 基 &@, a,, @ 到 基 p,, B,, BB， 
1 1 i 
2 2 
的 过 渡 和 矩阵 为 
0 1 0 
i | 页 受 2 3 4 
As|F © allzss ala|l dt -1 0 
二 -1 0 -1 
2 2 
例 5.10.2 设 m ，o， as 是 3 维 向 量 空间 的 一 组 基 , 求 由 基 m ,六 o， 卫 os 到 基 


al +mo，m + 上 ，a3s +Q 的 过 渡 算 阵 A. 
精 解 ”不 妨 设 w ，a, ，o 都 是 3 维 列 回 量 ， 则 按 过 渡 和 矩阵 的 定义 知 


1 1 
(al + ,a + aa ,03 + ai) = (@ ,3 有 A， 
1 0 0 
i j 
0 二 0 
即 (a 0)|1 1 0|= (aa ,ao3) 2 
0 11 ee 


3 
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由 于 (oa ，@;，@ ) 是 三 阶 可 道 和 矩阵 ， 所 以 上 式 可 以 化 简 为 
1 0 0 
1 0 1 1 
1 1 中 Ty Wh 
0 1 1 1 
Vy 
1 0 0 
1 1 0 1 1 0 0)/101 
即 a oe ol 
让 0 1 1 0 0 3/\0 1 1 
1 0 1 
=|2 2 0| 
0 3 3 
例 5.10.3 设 s，s，s3 是 3 维 向 量 空间 大 的 一 组 单位 正 交 基 ,， 证明: 


1 1 
n1 = 3 (28 +28, - £3), 7 = 村 (2ei - 2 +283), M3 = 了 (sl - 22 - 28;) 


也 是 大 的 一 组 单位 正 交 基 . 


1, 1 
精 解 ”只 要 证 明 (77,， 7;) = i 1J=1，2，3) 即 可 . 
0, i], 
_ 
(71 ,772 ) = (地 (2si + 22) -63) ,村 (28i — 2) + 2 ) ) 
= (2 +28, -£3,281 - 2 + 28;) 


1 
= gl4(81,e1) +4(2 ,21) -2(83,81) -2(81,62) -2(02 ,2 ) + (83,62) + 


4(E1,E3) +4(c 2) -2(E3,E3)] 


-8 [4(ee) -2(s ,25) -2(63,63)] = (4 xl-2xl-2x1l) =0. 


同 理 可 以 证 明 
(91,73) = (7 ,073) = 0. 
此 外 ， 
_[{1 1 
(m1,91) = (28 +28, - 23) ,3 (28 +2s，- = ) ) 
1 


= 0 (2e1 + 2€, -£3,281 +2E, - £3) 


1 

= ol4(e ,el) +4(2 ,51) -2(83,81) +4(81,8) +4(2 ,5 ) -2(023, 2 ) 一 
2(21 ,23 ) 一 2(2 ,23 ) 十 (23 ,23)] 

= 训 [4(el ,el) eT (4 Ws 训 业 


同 理 可 以 证 明 
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(7 ,7 ) =(〈73 ,073) = 1. 
因此 ,m1 ， 入 ，? 也 是 友 的 一 组 单位 正 交 基 . 


练习 题 五 
1. 单项 选择 题 


0 
(1) 四 阶 行 列 式 的 值 等 于 ( ” ”). 


A. alaya3a4 -01020304 B. ajaya3a4 +D1020304 

C. (aias -bib;) (a3a4 -0b304) D. (aa3s -bb3) (a1ag -b1b4) 

(2) 设 @l，a@a,，@3，PB1， PB, 都 是 4 维 列 向 量 ， 且 四 阶 行列 式 | (@, @, @, Bi1)1 = 
mm，| (oo，pB，m)1 =n， 则 四 阶 行列 式 | (@s, @, @, Bi+B;)1 =( ). 

A. m+n B. - (m+n) C. n-m D. m-—n 

(3) 设 a, 5, c 是 两 两 互 不 相等 的 实数 ， 则 


bt+c c+a a+b 





a b C = 0 
a? b? c? 
的 充分 必要 条 件 是 ( ): 
A. ab =0 B. at+b+c=0 
C. a=1, b=-1, c=0 D. o =b, c=0 
(4) 设 4, B,C 都 是 n 阶 和 矩阵， 如果 4B=BA, AC=C4, 则 ABC=(  ). 
A. ACB B. CBA C. BCA D. CAB 


(5) 设 n 阶 矩阵 4 满足 (4 -E,)?=3(A +E,)*， 则 以 下 4 个 结论 中 正确 结论 的 个 数 是 
( ). 

( i) 4 可 首 ，; 

(让) A+E, 可逆 ; 

(证 ) 4 +2E, 可 道 ; 

(iV) A +3E, 可 道 . 





A.1 B. 2 C. 3 D. 4 
a b&b 
(6) 设 三 阶 矩 阵 4=| a 2 如 果 4 的 伴随 矩阵 的 秩 为 1， 则 必 有 ( ) 
bb a 
A. a=b 或 a+2b=0 B. a=5b 或 a+25 关 0 
C. az#¥b Ha+2b=0 D. az¥b Ha+26#0 
1 0 0 
(7) 设 4, 己 都 是 三 阶 窍 阵 ， 且 PI4P=|0 1 0| 郑 P=(a, mw, mo)，O=(al+ 
0 0 2 


a ，0 ，a3 ) ， 则 CI4O=( 六 
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2 1 0 1 1 0 2 0 0 1 0 0 
‘| 1 | + | 2 | “| 1 | "| 2 | 
0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 
1 -1 1 
(8) 设 a 为 3 维 列 向 量 ,， 且 aa =| -1 1 可 则 wariea = ). 
1 -1 1 





1 -1 1 -1 1 -1 
A. 1 -1 B. | 1 -1 | C. 3 D. -3 
1 -1 1 -1 1 -1 
(9) 设 A 是 mxn 算 了 泗 ， 且 m<n， 则 以 下 4 个 式 子 中 正确 的 是 ( D)% 
A. 144'| =0 B. 1A4A4'|#¥0 CC. 1441=0 DD. 14A'4| #0 
(10) 设 4, B 分 别 为 m xn 与 nxm 和 矩阵 ， 且 AB =E,， 则 以 下 4 个 结论 中 正确 的 是 
( ). 
A. (A) =m, rr(B)=m B. (A)=m, r(B) =n 
C. r(A)=n, 7(B)=m D. r(A)=n, r(B)=n 
(11) 设 4 是 三 阶 和 矩阵 ,将 4 的 第 2 行 加 到 第 1 行 得 到 B, 将 B 的 第 1 列 的 -1 倍加 到 


1 1 0 
0 1 中 ). 


0 0 1 

A. C=P-I4P B. C=PAP-! C. C=PI4P D. C=PAP™ 

(12) 设 4 是 n(n=2) 阶 可 首 算 了 泗 ，A“ 是 它 的 伴随 和 矩阵， 则 ( i 

A. (A*)*=1A1"-14 B. (A*)*=|1AI1""A 

C. (A*)*=|1A1"24  D (A*)*=|A1l"*2A 

(13) 设 4, B 都 是 n 阶 非 零 算 阵 , 日 4B=0,, 则 7(4), r(B)( 下 

A. 必 有 一 个 为 零 B. 都 小 于 n 

CG. 一 个 小 开元 男 一 个 等 于 久 D. 两 个 都 等 于 7 

(14) 设 @, B, Yi,%, 都 是 4 维 列 向 量 ,， 和 窍 阵 A4 = (wa， Yi, 1», 17), B=(B, Y, 





第 2 列 得 到 C. 记 P = 





入 ， 委 )， 则 当 141 =3,，1 BI =2 时 ,| A+BI =( ). 
A. 5 B. 20 C. 30 D. 40 
(15) 设 4 是 五 阶 矩 阵 ， 且 141 =3, 则 | 24-1-A*| =( ). 
1 1 
hs B = C. 3 D. -3 
(16) 设 n 阶 矩阵 A，B, C 满足 关系 式 4BC =E,， 则 有 ( ) 
A. ACB=E, B. CBA =E, C. BAC=E, D. BCA=E, 


A EY 
(17) 设 4, B 都 是 二 阶 和 矩阵 , 且 141 =2, 1 B1 =3， 则 2 | = 和 
四 | I | 
A. B. 
0 38* 0 28* 


2A” -A*B’* 34” -A*B” 
C. D. 
O 3 万 * O 2 万 * 





(18) 设 A，B 为 满足 4B =O 的 任意 两 个 非 零 矩 阵 ， 则 ( J 


A. 4 的 列 向 量 组 线性 相关 ， 
B. 4 的 列 向 量 组 线性 相关 ， 
C. 4 的 行 向 量 组 线性 相关 ， 
D. 4 的 行 向 量 组 线性 相关 ， 
(19) 设 向 量 组 ai ， 








，Q3 线性 无 关 ， 向 量 Bi 可 由 Ql, OO, 
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B 的 行 向 量 组 线性 相关 
B 的 列 向 量 组 线性 相关 
B 的 行 向 量 组 线性 相关 
B 的 列 向 量 组 线性 相关 





os 线性 表示 ， 而 向 量 pb。 








不 能 由 a ，o ，a3 线 ; 此 表 志 ， 则 对 任意 常数 5， 必 有 ( ). 
A. @，@;，Q@3，kB1 +B, 线性 无 关 ”B. al ， Qa,， Qa3，JkB1 +B, 线性 相关 
C. oo，mo，Bi + 有 线性 无 关 ”D. ww，o，m，B +kB, 线性 相关 
(20) 设 aw ，o，…，w, 均 为 n 维 列 向 量 , A 是 mxn 算 了 泗 ， 则 ( 和 
A. 和 若 aw，o，…，aw, 线性 相关 ， 则 4a ，4o ，…，4aw 必 线 性 相关 
B. 若 a ，o ，…，w, 线性 相关 ， 则 ha ，4m ，…，4a, 必 线 性 无 关 
C. 若 a ，om ，…，w, 线性 无 关 ， 则 4ai ，4a ，…，4a, 必 线 性 相关 
D. 若 aw ，o ，…，4w, 线性 无 关 ， 则 4a ，AQ, ，… ，4aw, 必 线 性 无 关 


(21 ) ,纵向 量 组 @。 
A. 有 一 个 零 向 量 





，a， 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 上 i， ,4 必 中 (  ). 


Q2 ， 














B. 0 的 分 量 对 应 成 比例 
少 有 一 个 向 量 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 
D. J 量 都 是 其 余 向 量 的 线 1 性 组 合 
(22) 2 , @), B=(Bi, By, …, Bb,), AB= (Yi, VY, 
7 ) ， 记 向 量 组 (了 ): ay @,……, @, (了 了 ): Bi, Bs, …,B,, (HW): yi, 1 ,YY 


如 果 ( 亚 ) 线 性 相关 ， 则 人 ) 
A.(〈 工 ) 线 性 相关 
c.(I)、(E) 都 线性 相关 





B.(〈 工 ) 线 性 相关 
D.( 工 )、(I) 中 至 少 有 一 个 线性 相关 


(23) 设 向 量 B 可 由 向 量 组 wm ，u 








，oww 线性 表示 ,但 不 能 由 向 量 组 (|): @ 






































Q ，…，aw， 1 线性 表示 ， 记 向 量 组 (IT): @, @,…, @,, B, 则 (  ). 

A. a 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 ， 也 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 

B. 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 ， 但 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 

C._aw 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 ， 也 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 

Da 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 ， 但 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 

(24) 向 量 组 w ，m ，Q@,， 则 下 列 说 法 正确 的 是 ( ). 

A. 如 果 w, 不 能 用 @ ，om ，aw,，1 线 性 表示 ， 则 w ，a, ，…，@a, 线性 无 关 

B. 如 果 wm ，.。 ，…，w 中 任 一 部 分 组 都 线性 无 关 ,， 则 ma ，u ，Q, 线性 无 关 

C. 如 果 a ，o ，…，4w, 线性 无 关 ， 则 @ + ，mo +m，…，a， +aw，aw +al 线性 
无 关 

D. 如 果 向 量 组 w ，w ，Q, 与 向 量 组 5 ，B ，…，B，) 等 价 ， 则 w ，o ，…，aw， 
线性 相关 

(25) 设 向 量 组 w =(1，-1, 2, 4)T, @ =(0, 3, 1, 2)7，m =(3，0，7，14)7， 
@ =(1，-2, 2, 0)7,， as =(2, 1, 5，10)7， 则 该 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 ( ). 

A. a, @, @; B. a, oo, oy C. a, oO, Qs D. al ，a: ，a4 ，a5 
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(26) 设 mxn 和 矩阵 和 的 秩 r(A4) =m<n， 则 下 列 结论 中 正确 的 是 ( ); 
A. A 的 任意 mn 个 列 向 量 线性 无 关 

B. 4 的 任意 m 阶 子 行列 式 都 不 为 零 

C.， 如 果 和 矩阵 B 满足 4B =0,、,， 则 nxs 和 矩阵 B=0,、， 

D， 4 经 过 若干 次 初等 行 变换 可 化 为 (E,: 0, 0 ) 

(27) 向 量 组 wm ，@,;，…，@, 线性 相关 的 充分 条 件 是 ( ). 

A. 向 量 组 B6, ,BB,，…, PB,_1 可 由 Ql ，Q,，…，Q@, 线性 表示 

B. rea, 和， Bi, By, …, Bs II)=r Bs, *…, DB 1) 


C. ral，mo，…，4)=ral， mo，…，4，B) 
Bp Bb Bb, i 
D. -| | “=| 5 -| | 其 中 ，y, ，y, ，…，7, 线性 相关 
?4 ?2 ?/， 


(28) 如 果 mm ，o ，…，aw, 是 向 量 组 w ，o ，…，@ ，…，@w， 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
则 下 列 结 论 中 不 正确 的 是 ( ). 

A. @, 可 由 aw ，@;，…，@, 线性 表示 B. wa 可 由 @,,|，@,,;,，…，Q@, 线性 表示 

C. am 可 由 aw ，o ，…，w, 线性 表示 D. w, 可 由 ww ,| ，Q@,,;,，…，Q@, 线性 表示 

(29) 设 矩 阵 4 =(om，o，…，a)， 其 中 , m%，o%，…，@ 都 是 m 维 列 向 量 , 在 A 中 
去 掉 第 i 列 得 到 的 矩阵 记 为 B， 则 x(4) =r(B) 是 @, 可 由 B 的 列 向 量 组 线性 表示 的 ( ). 


A. 充分 而 非 必要 条 件 B. 必要 而 非 充分 条 件 
C. 充分 必要 条 件 D. 既 非 充分 又 非 必要 条 件 


(30) 设 向 量 B =a-@, By;=a-@,…, BB,=a-a,, 其 中 , ww=al+a +:…+a,(s> 
1)， 则 ( ). 

A. r(a，m，…，aw)<r(B，D ，…，B) 

B. r(@a, @, , @) >r(B，D ，…，B) 

Cr mm， 4)<ra mm DB Bs, …, Bb,) 


D. r( ai ， QQ ， “7 Ge ) =r(@, ao2> ， ”9 Q,， Bi, pb,,， ”9 B,) 








2. 解答 题 
(1) 计算 n 阶 行列 式 
1 + ai 1 i 1 
1 ] +a, £: 1 
其 中 ,aja,…a, 天 0). 
1 1 ] +a, 
(2) 计算 n+1l 阶 行列 式 
a a a bb 
02 02 0 一 0 3 qa2b2™! 02 


(其 中 CQ10C2 "Un 天 0). 








n n-l 用 一 n— n 
Cn+l antibnil anri bn oe anr1bnil bn 
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圈 
1 1 1 
(3) 已 知 三 阶 和 矩阵 4 的 逆 和 矩阵 4-!=|1 2 1|, 求 4 的 伴随 矩阵 4* 的 逆 和 矩阵. 
1 1 3 
(4) 已 知 四 阶 和 矩阵 4 的 伴随 矩阵 为 
1 000 
eg of 
1 0 10 
0 -3 0 8 


求 满足 4B4 -! =BA -1!+3E, 的 四 阶 和 矩阵 B. 
($5) 设 五 阶 和 矩阵 





1 10 0 0 
130 0 0 
4=|00a oo 
0 00 a @ 
000 0 a 
求 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 及 4 可 闭 时 的 4 


2 1 0 
(6) 设 矩 阵 4=j1 2 0|, 矩阵 B 满 足 4BA" =2BA* +E;, 求 | BI 及 B*. 
0 0 1 
1 0 1 
(7) 设 三 阶 和 矩阵 4=|0 2 01|, 求 4"-24" (是 大 于 1 的 整数 ). 
1 0 1 


(8) 已 知 n 维 向 量 a = (a, 0,，…,0, a)T(a <0),， 求 矩阵 4 = EE, - aa 为 矩阵 
B =E, + 二 aa 的 首 箱 阵 时 的 a 值 . 


(9) 已 知 4,B 都 是 三 阶 矩 阵 ， 且 满足 
24A-1B = B -4E,. 
( 1) 证 明 : 和 矩阵 A -2E, 可 逆 ; 


1 =2 0 
( 开 ) 设 至 =|1 2 0|1, 求 4. 
0 0 2 


(10) 已 知 4 是 三 阶 和 矩阵 ， 其 行列 式 1 41 = 二， 求 行列 式 1 (34) -1 -24" |. 
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1 0 2 
(11) 设 A4 是 4x3 算 阵 , 且 7(4) =2, 而 B=| 0 2 0|, 求 r(4B). 
-1 0 3 
2 -1 3 
(12) a 1 | 如 果 存 在 秩 大 于 1 的 三 阶 和 矩阵 召 ， 使 得 4B8 = 0 ， 求 
4 C 6 
( 1) 常数 a,b, ce; 
(11) A"™. 
1 0 -1 
(13) cs A 1 |, B 是 秩 为 2 的 三 阶 和 矩阵 ， 且 7r(4B) =1, 求 和 的 值 . 
1 2 1 





A 1 "2 
A* -3 2 1 -1 
A -1 2 -1 kh 

(15) 设 A,，B 分 别 是 nn 阶 与 n xm 阶 和 矩阵 . 如 果 r(B) =n, 上 且 4B = 0,、,， 证 明 : 
A =0,. 

(16) 设 4 是 半 阶 矩阵， 满足 43 =E,， 证 明 ; n 阶 和 矩阵 B=E, -24 -42 可 逆 , 并 求 B-l. 

(17) 设 向 量 组 @ = (1, 2，-1)7, o%=(-1，-2,， 1)', @;=(1,，2,，3)', 求 该 向 
量 组 的 秩 和 所 有 极 大 线性 无 关 组 . 

(18) 已 知 向 量 组 

(1T)a@a=(1,0,2)°, @=(1, 1,3), @=(1, -1, a+2)', 

(HH)B=(1,2, a+3)', B;=(2, 1, a+6)', Bs=(2, 1, a+4).. 
问 < 为 何 值 时 ，( 工 ) 与 ( 工 ) 等 价 . 

(19) 将 向 量 组 @ =(1, 1, 0, 0), mw =(0, 1,0,0), m% =(1, 0，-1，1)，amw = 
(0，1，1, 1) 单位 正 交 化 . 

(20) 设 A 是 nn 阶 和 矩阵 ，@ ，@,;，…，@, 是 n 维 列 癌 量 组 , 满足 A@ =ai ，4aw; =aw | + 
Qa,(i=2,，3,，…,s) 且 @i0. 证 明 : aa ，% ，…，aw, 线性 无 关 . 

(21) 设 4, B 分别 是 m xn 与 nxm 算 了 泗 ， 其 中 , n<m. 奋 4B = 五 证 明 : 如 的 列 向 
量 组 线性 无 关 . 

(22) 设 aw =(1, 3, 4)7，mw =(2,，5，5)7，B =(2,，3，-1)7，B, =(-3，-4， 
3)"', 求 所 有 有 既 可 由 。 ，ow 线性 表示 ， 又 可 由 BB, ,PB, 线性 表示 的 3 维 非 零 列 向 量 志 

(23) 在 4 维 向 量 空间 中 寻找 所 有 使 得 在 基 sl = (1, 0, 0, 0)', ,=(0, 1, 0, 0)'，, 
23=(0, 0, 1, 0)',， 2&4 =(0,0,0, 1) 和 基 B, = (2, 1,， -1, 1)', B,=(0, 3,1, 
0)', B3=(5, 3, 2, 1)', Bs =(6, 6, 1，3)' 下 有 相同 坐标 的 向 量 了 


练习 题 五 解答 


(14) 按 和 A, 的 取 值 讨论 矩阵 A = 的 秩 >(4). 






































1. 单项 选择 题 
(1)D (2)C (3)B (4)C (5)D (6)C 
(7)A (8)C (9)C (0)A (11)B (12)C 


(13) B (14) D 
(19) A (20) A 
(25) B (26) C 


2. 解答 题 


1 +ai 1 
1 1 +a2 
(1) 
1 1 
ao 1 
n n-l 
(2) 人 C2 | 
a a"™-1b 


n+l 
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(15) B (16)D (17)D (18)A 
(21) C (22)D (23)B (24)D 
(27) B (28)B (29) C (30) D 
RE 下 
1 C1 C2 n 
1 二 本 
=Qla pa 41 022 Qn 
1 +a, 1 1 1 
一 一 二 1 
CQ1 CQ2 Qn 
1 +4 
CQ2 n 
1 +4 | 一 
二 CIC2 CC1 4 Qn 
1 +4 二 条 
C2 Cn 
(天 中 , 4 = 二 + 二 + 和 + 二 | 
Ql CQ2 Qn, 
下 
C2 n 
1 Li . 
=awla…a(1+4) 2 Qn 
1 人 和 
C2 Cn 
i 
U2 Cn 
=alg a (1+A)I0 1 0 
0 0 1 
| 1 1 ] 
=wla…a [1 + 一 + 一 十 … 十 一 | 
Ql C2 Qn 
ba qb 
by a2 b ab3 0b 
n+l an 71b2 1 a ib 7l bil 
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1 bi | 区 
C1 a Ql 
=Q102… “Qnrl 2 22 C2 (n+l 阶 范 和 德 蒙 和 人 行列 趟 ) 








a [i 
2 i 
1 下 本 吕 
(3) (4A°) 1 = 1 4 pay yt |i 
1 1 3 
er 
2 2 § 
| 
1 SEE 二 
了 


(4) 由 4BA-1=BA-1+3E, 得 4"*ABA-'1A4=A*BA-'A+34*A, 即 | A1B=A*B+ 
3141E. 由 A413=14*| =8 得 141 =2. 所 以 上 式 成 为 








100 0 /600 0 
人 
-101 0 606 0 
0 3 0 - 030 -1 
] ] a a a3 
(5) 由 141 -| ,| 0 a | =20 知 ，A 可 北 的 充分 必要 条 件 是 a 了 0. 当 az0 
0 0 a 
时 ， 
3 1 
-0 0 0 
1 .0 1 1 
0 -1 1 0o 0 0 
( 3 2 2 
A = ao wl=| 0 基 0 
a 
O 0 a a 1 
0 0 ua 2 ee 
0 0 0 0 J 
a 


(6) 由 ABA*" =2BA*+E, 得 


= (4 -2E) "(4")- = (4 - 2E,) -14 = 3(E, -24-1) -1( 由 于 1 41=3)， 
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2 _ 1 0 
1 0 0 3 3 -1 2 0 
即 B- =3(E; -24-) =3||0 1 0|-2 1 到 = 2 -1 
0 0 1 3 3 0 0 -3 
0 0 1 
1 2 
9 9 
-1 _l pgp: -| 2 1 
从 而 | B| = -7 = 本 ,了 "=I1BIB =| 5 3 0 
1 
0 0 
(7) 4" -24"-1=4"-2 .A(A -2E,) 
10 1\/-10 1 
-4"-2|0 2 0 0 0 0|=A"-?.0;=0;. 
1 0 1 1 0 -1 


1 


(8) 由 A4B=E,, 即 (E, -ao') 区 + aa ] = 五 , 得 (2o fo-l)aaI=O. 由 ael 关 


0, 得 2a? +a -1=0， 由 此 得 a= -1. 
(9) (i) 由 24-'B=B-4E; 得 AB -2B-4A=0,, 即 (AB -2B) -(44 -8E,) =8E,;. 
于 是 有 
1 
(4 -2E;,) = -4E;) = E;, 


所 以 ,A -2E; 可 首 . 
(下 ) 由 ( i ) 得 


1 = 人 ,= 多 0)-! 0 2 0 
A =2E; +8(B-4E;)! =2 1 +8| 1 -2 0 = | 去 二 ,二 下 0 | 
1 0 0 -2 0 0 -2 


1 


(10) 由 (34) -1 -24" =34-1-24" =34-1 -2 .5471= _24-! 得 


| (34)-1 -24* 1 = (- 之 ) 14711=- 其 


(11) 由 于 1 BI1 =10,， 即 B 可 道 ， 所 以 7(4B) =r(4) =2. 
(12) (i ) 由 AB=0; 得 r(4) +r(B) -3<r(4B) =0， 即 r(4) +7r(B) <3. 
由 7(B) >1 知 r(4) 友 1. 于 是 由 4 的 表达 式 得 r(4) =1， 从 而 有 


oo_ 1 4 
人 即 a =-2,b =-3,c=-2 
4_¢c _6 
Dl 全 








2 二 妆 
4=|-2 1 -3 
6 


A 
1 

| 加 -1,3) ——ap”, 
2 
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2 -1l 3 
则 4"”=(a8 )…(ag ) =a (Ba)(B oa)p =apB =9 -2 1 -3| 
10 个 9 个 4 -2 0 


(13) 141 = 





0 
A 1|=2(A-3), 若 A 关 3， 则 A 可 道 ， 从 而 7(4B) =7(B) =2. 
2 





与 题 设 矛盾 .从 而 入 =3. 

2 -3 2 
2 1 -1 
2 -1l 从 


(14) 记 4 的 三 阶 子 行列 式 为 D;, 令 D=0 得 有 = 广 . 所 以 jz 广 时 








r(4) =3. 
i 时 ， 对 4 施行 初等 行 变换 . 


1 .2 =3 2 A 
4 一 人 |0 8 -8 5 AM +3A | 
00 0 02A-A2 -A 


1 


由 此 可 知 ， 当 凡 = 了 ， 且 2A3 -A2 -人 和夫 0 时 ， 即 = 本， 且 Ae| -于 0， 1} 时 ， r(A) =3; 


当 凡 = ， As | - 亏 ， 0， 1 时 ， ji 


(15) 因为 r( 召 ) =n， 所 以 存在 n 阶 可 道 算 阵 了 与 m 阶 可 逆 和 矩阵 CQ， 使 得 
PBO = (五 ， | Oustnsnd): 
于 是 由 AB = 0,、, 得 
Oxm=AP "(PBQO)Q =(AP | Qn )Q 
= (AP 0 1 4P -0O2，) ， 


其 中 ,，@-! | | 0, 是 多 阶 可 逆 矩 阵 


由 此 可 得 AP-10| =0,, 从 而 有 A =0， 
(16) 由 于 B=E,-24 -A?=A3-A’-24=A(A+E,)(A-2E,), 
其 中 , 由 43 =E,, 即 A4 .A4?=E, 知 4 可逆, 且 A-!=A’; 





ns 


由 43 =E,, 即 43 +E, =2E, 或 (A +E,): (4 -A+E,) =E, 知 A+E, 可 逆 , 且 


也 ? 


1 


(4 + 互 ) 二 (4 一直 +E,); 


由 43 =E,, 即 A43 - (2E,)?= -7E, 或 (A -2E,): ( -了 je +24 +4E,) =E, 知 A- 


2E, 可 逆 , 且 (A -2E,)-!= -地 (4? +24 +4E,). 


由 此 可 知 B 可逆， 且 
B- = (4 -2E,) (A+E,) -4 = 一 下 (542 +34 -E,). 
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人 国人 
(17) 由 A=(@, ww, mw)=| 2 -2 ek 0 "| 0 | 
a 0 01 0 00 
知 r(4) =2， 所 有 的 极 大 线性 无 关 组 为 wm ，o 与 ，o. 


1 2 2 
(18) 记 B=(B, B,, B;3)=| 2 1 1 | 则 1 B1 =6z0. 所 以 B61, B,, Bs 


at+3 a+6 a+4 


线性 无 关 ， 从 而 ( 工 ) 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 . 





1 1 1 
esa mo 1 2 则 141 =a+1. 由 此 可 知 ， 当 a -1 时 , @， 
2 3 a+2 


mo ，o3 线性 无 关 ， 此 时 ( 工 ) 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 ， 即 ( 工 ) 与 (I) 等 价 (c = -1 时 由 
r(a，o，m) <r(B pp) 知 ，( 工 ) 与 ( 工 ) 不 等 价 ). 
(19) 正 交 化 : 


Bi a Ql = (1,1,0,0), 











(oa ,Bi1) 四 | 
pb = “BB = (- 地 ,地 ,0,0)， 
本 本 (@ ,Bi1) (as ,pb,) _ 
Bs = Q3 (BB Be! (05 .Bh i (0,0,， 1,1), 
二 可 (a4 ,Bi1) 呈 (aa ,2 ) _ (aa ,B;) 
Ba = Q4 (BB 6! (B, 22 (B; BP 这 (0,0,1,1). 


单位 化 : 








CE 人 上 0,0]， I (- 翅 翅 .0.0 
IB 2 16, | PR 0 
B; 1 1 Ba 
1B- oo， i -TB = (oo 亏 剖 
Ql ，Q@，Q3，Q@4 的 单位 正 交 问 量 组 为 6] ，s, ，23 ，241. 
(20) 假设 存在 数 语 ， 户 ，…, 使 得 e+e +… + Ia + =0. 此 外 由 题 设 知 
(4 -五 )a = 0， 








(A -E)a, = al, 即 (4 - E)’a, = 0， 
(4 -E)as =@,, BT(A - E) a =@, (A - E) aa = 0， 


(4 - Ea, =aw，， 即 (4-E) ai =a， (4 -E)’"a,, =0， 
(4 -Ea =a,,, (A-E)’"a = ai， 
所 以 
EA-E Ta +h(A- Eo + +h (A-E oa ,+k(A-E)'o =0, 
即 ka =0. 由 此 得 =0. 从 而 有 


koa + pa +… +k Ia = 0. 
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于 是 同样 可 证 天 1 = 和 = =0. 因此 am， ， OO, ,0 线性 无 关 . 
(21) 由 7(B) 二 r(4B) =m, 1(B)<n<m 知 r(B) =m=B 的 列 数 ， 所 以 B 的 列 向 量 组 
线性 无 关 . 





12 2 -3 | 2 2 -3 
初等 行 变 
(22) 由 (@, @, Bi, B,) = 3 5 3 -4 [CTF 则 |0 -1 -3 人 
4 5 -1 3 0 -3 -9 15 
3 
0 1 3 -5| 知 , B. = -4a +3@,, BB,=7al -5@,. 所 以 ， 对 于 不 全 为 零 的 请 ， 妃 ， 非 零 
0 0 0 0 


向 量 启 B +hB; =(-41 +7 记 )al + (3 -51 )a 可 以 由 B ，B， 线性 表示 ， 也 可 由 mw ，o 
线性 表示 . 因此 所 求 的 非 零 向 量 为 








2k] — 3k, 
€ = kB +hpB, = | 3 -4k, 
— kl + 3k, 
| | 
% 
(23) 由 题 设 知 y= (si ， E), £3, £4) =(B1, B,, Bs, Bs) 2 ， 由 此 可 得 
3 3 
Xa X4 
1 0 5 6N|5 
1] 2 3 6|272 -0 
-1 1 1 1|x3 
1 0 1 2 Ww 
1 本 .53.6 1 0 3 6 1 0 5 6 
1] 2 3 6 | 初等 行 变换 |0 2 -2 0 U 1 =1,.0 
由 于 本 ss 一 一 一 
-1 1 1 1| (TFTF 同 ) 10 1 0 7 0 6 7 
1 0 1 2 0 0 -4 -4 0 0 1 1 
1 0 5 6 1 0 5 © 1 0 0 1 
0 1 =1 0 0.1 =1-0 0 1 -1 0 
=$ | 
0 0 1 1 0 0 上 了 0 0 1 1 
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
MX1 +Xy =0，, 
所 以 ”xi ，x2，X3，%4 满足 x 一 x3 =0， 即 xi = -kk, x = 一 天，x3 = -hk, x = 大 
ws 4 Wa 三 U， 
—k -1 
一 二 | 
从 而 y= (ei, €)， 23 ， £4) 一 = 天 _1 (上 为 任意 常数 ). 


k 1 


尼 A 


第 六 章 ”线性 方程 组 、 和 矩阵 特征 值 与 
特征 问 量 及 二 次 型 


n 元 齐 次 线性 方程 组 及 其 解法 





【主要 内 容 】 
1.n 元 齐 次 线性 方程 组 的 概念 
方程 组 
QHX1 + Ql2x2 + + QinXn = 0， 
C21X1 + 022x2 十 十 onXn = 0， 
QmlX1 十 Cn2X2 本 QmnXn = 0 
称 为 n 元 齐 次 线性 方程 组 . 记 
《证 条 
a a “a 三 和 
4 = 了 攻 0 (系数 矩阵 ) ,X= 局 
Cnml Um2 和 Cmn Nn 
则 上 述 方程 组 可 简 记 为 
Ax = 0， (1) 





其 中 , 0 是 m 维 零 列 向 量 . 称 满足 方程 组 (1 ) 的 x 为 该 方程 组 的 解 或 解 向 

齐 次 线性 方程 组 解 的 性 质 : 

设 &1，é 是 方程 组 (1) 的 解 ， 则 ci 名 +c2és( 其 中 ,cl ，cs 是 任意 常数 ) 也 是 方程 组 (1) 
的 解 . 

2.7 元 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 与 其 通 解 

方程 组 (1) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 为 x(4) <n( 或 者 说 方程 组 (1) 只 有 和 零 解 的 充分 必要 
条 件 为 r(4) =n.) 

当 方程 组 (1) 有 非 零 解 时 ， 记 r(4) =r， 则 该 方程 组 存在 满足 下 列 两 个 条 件 的 解 向 
1，62，…，,_:( 称 为 方程 组 (1) 的 基础 解 系 ): 

(1) 1 ，#，，…，, ,线性 无 关 ; 

(2) 方程 组 (1) 的 任 一 解 向 量 x 都 可 由 局 ，é&,，…，é&, _, 线 性 表示 ， 记 为 

2Z = ce + CE +…+c ii( 称 为 方程 组 (1) 的 通 解 或 一 般 解 ) ， 

其 中 ，cl ，c ，…，c ,是 任意 常数 . 

注 ” 当 齐 次 线性 方程 组 4x =0 有 非 零 解 时 ， 其 解 的 集合 构成 的 向 量 空 间 ， 称 为 该 方程 
组 的 解 空 间 . 该 解 空间 的 维 数 为 n =-r( 其 中 , r =r(A) <n), 一 组 基 为 


部 






































组 


下 
岂 
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& ,2 ,,_,( 该 方程 组 的 一 个 基础 解 系 ) 





【典型 例题 】 


例 6. 1.1( 单 项 选择 题 ) 设 A,B 分 别 是 m xn 与 nxm 算 了 泗 ， 则 对 于 齐 次 线性 方程 组 
ABx =0， 下 列 结论 成 立 的 是 ( ). 











A. 当 半 > 于 时 ， 只 有 零 解 B. 当 半 > 到 时 ， 必 有 非 零 解 
C. 当 m >n 时 ， 只 有 零 解 D. 当 m >n 时 ， 必 有 非 零 解 


精 解 ABx =0 是 m 元 齐 次 线性 方程 组 ， 因 此 只 要 确定 (AB) 与 m 的 关系 即 可 . 

由 于 7r(4B) <r(4)minim, nj ， 所 以 当 n<m 时 , 由 minjfm, n} =n<m 知 r(4B) < 
m， 从 而 4Bx =0 必 有 非 零 解 . 

因此 本 题 选 D. 

例 6. 1.2( 单 项 选择 题 ) 已 知 wa ，o ，oa3 ，am 是 方程 组 Ax =0 的 一 个 基础 解 系 ， 则 下 
列 各 向 量 组 中 也 是 Ax =0 的 一 个 基础 解 系 的 是 ( 

A. 与 @，Q@;，Q@3，Q4 等 秩 的 一 个 向 量 组 

B. 与 mw， 四 ， 四 ，w 等 价 的 一 个 向 量 组 


C. a + ，a tO, QO +o, Oy +GI 











D. a, Qt+to, Oto ta, QI +Q +a3 二 上 4 

精 解 ” 按 基础 解 系 的 定义 判断 . 

由 a ，o ，a3s ，m 是 方程 组 Ax =0 的 一 个 基础 解 系 知 ， 每 个 基础 解 系 中 有 且 仅 有 4 个 
线性 无 关 的 解 向 量 ， 但 选项 A，B 的 向 量 组 中 可 能 包含 4 个 以 上 的 解 向 量 ， 所 以 A，B 不 能 


选 . 向 量 组 w +@, @ +mo，omo +mo，a4 +al 有 











(al t+) - (+a)+(aq +mo) -ad+al) =0， 
即 它们 是 线性 相关 的 ， 所 以 C 也 不 能 选 . 
因此 本 题 选 D. 
例 6.1.3 已 知 三 阶 和 矩阵 B03， 且 B 的 每 个 列 向 量 都 是 以 下 齐 次 线性 方程 组 的 解 : 
Wi 4 2% = 8 = 00, 





2x1 — x + Ax3 = 0， 
3 Wy = Wa = 0. 
求 常数 ^ 的 值 ， 并 证 明 1 B1 =0. 
精 解 ” 由 题 设 B 的 列 向 量 都 是 所 给 方程 组 的 解 ， 所 以 这 个 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ， 
从 而 它 的 系数 矩阵 4 的 秩 小 于 3， 即 





1 2 -2 
141= 2 -1 人 | = 0. 
3 1 -1 








因此 得 到 A 和 =1. 


A 和 
当 A=1 时 , A =|2 -1 1 rao -1 1 0 -1 1|, 即 
3 1 - < 下 了 0 0 0 














r(4) =2， 所 以 此 时 所 给 方程 组 的 基础 解 系 中 只 有 3 -2=1 个 线性 无 关 的 解 品 量 ， 从 而 B 的 
列 向 量 组 线性 相关 . 由 此 推 得 | B1 =0. 
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例 6.1.4 设 齐 次 线性 方程 组 


(1 +aw)xi + %2 + MX3 +X4 = 0， 
2x1 +(2+a)x, + 2X3 + 2x4 = 0, 
EE +3x, +(3+a)x + 3 = 0; 
4x1 + 4x» +4x3 +(4+a)xs = 0， 


求 使 该 方程 组 有 非 零 解 的 值 ， 并 求 此 时 方程 组 的 通 解 . 
精 解 ” 由 于 所 给 方程 组 的 系数 和 矩阵 4 是 方 阵 ， 因 此 可 从 计算 141 入 手 . 


l+a 1 1 1 l+a 1 1 1 

2 2+a 2 2 -2a a 0 0 
141= 三 

3 3 3 +aw 3 -3a 0 a 0 

4 4 4 4+a -4a 0 0 ua 

-2a a 0 l+a 1 1 

= 一 |-3ac 0 alta -2a a 0 ( 按 第 4 列 展开 ). 
-4a 0 0 -3a 0 wa 


=4o +o(6+al =o(a+10). 
于 是 ,使 所 给 方程 组 有 非 零 解 的 a 应 满足 | 41 =0, 即 a=0 或 a= -10. 
当 a =0 时 ， 所 给 方程 组 成 为 
xl +Xy +xX3+X4 = 0. 
取 其 中 的 自由 未 知 数 为 x ，x3，x4， 赋 予 它 们 的 值 为 1，0, 0; 0，1,， 0; 0，0，1， 则 得 








x=c(-1,1,0,0)r +ce(—1,0,1,0)" +cs(—-1,0,0,1).. 
当 a= -10 时 ， 所 给 方程 组 成 为 
-9xl1+%+ %+% =0， 
201 = Bx 4 2xs 十 204 = 0; (1) 
3wi 二 3%z = 7wxy 二 3x4 三 0， 
4x1 +4x +4x3 — 6x4 = 0， 
对 它 的 系数 和 矩阵 施行 初等 行 变换 (注意 ; 求解 线性 方程 组 时 ， 总 是 对 系数 和 抢 阵 或 增 广 矩阵 只 
施行 初等 行 变换 ) : 





-9 1 1 1 -9 1 1 1 
2 -8 2 2 20 -10 0 0 
3 3 -7 3 30 0 -10 0 
4 4 4 -6 40 0 0 -10 
-9 1 1 1 0 0 0 0 
2 -1 0 0 2 -1 0 0 
| 
3 0 -1 0 3 0 -1 0 
4 0 0 -1 4 0 0 -1 
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于 是 方程 组 (1 ) 与 方程 组 
2 
3 — 3 = 0 
4x1 —x4 =0 
同 解 ， 取 自由 未 知 数 为 x ， 赋 予 它 的 值 为 1， 则 当 a = - 10 时 原 方程 组 的 通 解 为 
x = c(1,2,3,4)7. 
例 6.1.5 设 A* 是 n(n=2) 阶 矩阵 的 伴随 和 矩阵， 证 明 : 
n, rr(A) = 也 ， 
r(4 ) = 11，r(4) =n-l1, 
0, rr(A) <n-l. 
精 解 ” 先 证 明 当 r(4) =n, r(4) <n-1 时 , r(A*) 对 应 地 为 n 和 0， 然 后 利用 齐 次 线 
性 方程 组 解 的 性 质证 明 当 r(4) =7 -1 时 ，r(4” ) =1. 
(1) 当 r(4)=n 时 ，|1 A41 关 0, 因此 由 14” 1 =141"-1 知 |14*| 关 0, 从 
而 r(A* ) =n. 
(2) 当 r(4) <n-1 时 , 由 1 41 的 mn-1 阶 子 式 全 部 为 零 知 4”=O,， 因 此 r(4” ) =0. 
(3) 当 r(4) =7z -1 时 ，4 中 至 少 有 一 个 n-1 阶 子 式 不 为 零 ， 从 而 
r(4* ) 三 1. (1) 
另 一 方面 ， 此 时 141 =0， 于 是 由 44* = 141 五 ,得 44* =O. 此 式 表明 A4* 的 每 个 列 向 
量 都 是 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 的 解 向 量 ， 从 而 由 r(4) =n-1 知 
(A*)<n-(n-1)=1. (2) 
由 式 (1) 、 式 (2) 得 r(4”) =1. 
注 ”本题 的 结论 是 有 用 的 ， 应 记 住 . 





























n 元 非 齐 次 线性 方程 组 及 其 解法 


必 

【主要 内 容 】 

1.n 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 概念 
QIX1 + Gl2X2 十 二 Ginxn = 0b1, 
a21X1 + 022X2 十 … 十 qnXn, = 02， 
Cnl1X1 呈 Cn2X2 再 2 QmnXn = b,, 


(其 中 ，651 ，b,，… ,5 是 不 全 为 零 的 常数 ， 称 为 该 方程 组 的 常数 项 ) 称 为 n 元 非 齐 次 线性 
方程 组 ， 记 


U1 4042 YY Qn YX1 bi 
ee 
这 | zn |( 系数 矩阵 ) ,x = 


Uml Um2 2 Wmn Nn 4 
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则 上 述 方程 组 可 简 记 为 
Ax =b. (1) 
称 满足 式 (1) 的 zx 为 该 方程 组 的 解 或 解 向 量 . 称 与 式 (1) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 
Ax =0 (2) 


(其 中 , 0 是 m 维 零 ( 列 ) 向 量 ) 为 方程 组 (1) 的 导出 组 
非 齐 次 线性 方程 组 解 的 性 质 ; 
(1) 设 wm ，w; 都 是 方程 组 (1) 的 解 ， 则 wm， -ws 是 方程 组 (2 ) 的 解 . 
(2) 设 是 方程 组 (1) 的 特 解 ，7 是 方程 组 (2) 的 解 ， 则 去 + 是 方程 组 (1) 的 解 . 
2. 元 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 
方程 组 (1) 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 为 r(4) =r(4) <n( 其 中 ,4 = (4 :5) 称 为 方程 
组 (1) 的 增 广 矩阵 ). 
方程 组 (1) 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 为 rx(4) =r(4) =n. 
方程 组 (1) 无 解 的 充分 必要 条 件 为 r(4) <r(4). 
3. 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 
当 r(4) =r(4) <n 时 , 方程 组 (1) 有 无 穷 多 解 ， 这 时 它 的 通 解 为 


X= ci@ + C262 Ba Cn nr + 7， 



































其 中 , 1， ，…, &,_,(r=r(4)) 是 导出 组 (2) 的 一 个 基础 解 系 ，”m 是 方程 组 (1) 的 一 个 
特 解 
注 设 4 是 m” 阶 可 逆 和 矩阵 ， 记 其 行列 式 为 刀 ， 则 方程 组 Ax = 有 唯一 解 ， x =A -1b， 
0 Ds 
即 Xl 一 万， 名 DD’ » Xn D’? 


其 中 ,，D; 是 D 的 第 i 列 用 b 代 蔡 后 的 行列 式 (i =1，2，…， 





n) ( 以 上 称 为 克 莱 姆 法 则 ). 


【典型 例题 】 


例 6.2.1 
r(4) =7r, 则 ( ). 

A. r=m 时 ，Ax =b 有 解 

C. m =n 时 ，Ax =b 有 唯一 解 











(单项 选择 题 ) 设 非 齐 次 线性 方程 组 hx =b( 其 中 4 是 mxn 和 矩阵 )， 记 


B. r=n 时 ，Ax =b 有 唯一 解 
D. r <n 时 ，Ax =b 有 无 穷 多 解 





精 解 ”考虑 非 齐 次 线性 方程 组 4x =b 的 有 解 问题 时 ， 首 先 应 考虑 r(4) =r(4) 是 否 成 立 . 


当 r=m 时, rr(A4) =r(4) =m, 


因此 本 题 选 A. 
例 6.2.2 





通 解 x =( 由 
A. al +F(1，1，1，1)7 
C. @ +F(2，3，4，3)7 
精 解 
取 为 





由 r(4) =3 知 ，Ax = 的 导出 组 Ax =0 的 基础 解 系 只 含有 一 个 解 癌 量 ， 





所 以 Ax =b 有 人 解 . 





(单项 选择 题 ) 设 m ，a,，as 是 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 4xr =b 的 三 个 解 向 量 ， 
且 r(4) =3，a =(1, 2, 3, 4)", 





az +a3s = (0, 1 ， 2 Sy) 为 任意 常数 ， 则 Ax =5 的 


B. ai +k(@, +ao3) 
D. ai +k(3, 4, 5, 6) 
可 以 








2ai - (a@,+@;) = (2,3,4,3)7, 


所 以 ，Ax = 的 通 解 为 
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x = al +hk(2,3,4,3).. 
因此 本 题 选 C. 
例 6.2.3 已 知 B,，B，, 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =5b 的 两 个 不 同 的 解 ，aw ，o 是 对 应 的 
导出 组 Ax =0 的 一 个 基础 解 系 ，k, ，h 是 任意 常数 ， 则 方程 组 Ax =b 的 通 解 是 ( ). 
Bi -Bb; Bi +B, 


B. ke +hy (oa -ao ) + 








A. ka +hs (oa +a) + 





2 2 
和 D. ha +h(Bi -Bz) + 


精 解 首先 指出 全 全 是 Ax = 的 一 个 特 解 ， 此 外 ，a ，am -om 都 是 Ax =0 的 解 ， 且 


它们 线性 无 关 ， 所 以 也 是 Ax =0 的 一 个 基础 解 系 . 从 而 Ax =b 的 通 解 为 


Bi +B, 
7 一 








T=ka +h(a -Qo)+ 
因此 本 题 选 B. 
例 6.2.4 设 非 齐 次 线性 方程 组 为 
XI+ XX + X33+ MT Xs = a 
Srey F203 + Wy Wy = Ws SO 
X2 + 2x3 + 2x4 + 6xs = 2b, 
Sx1 + dx + 3x3 + 3X4 = %s = 之 
(1) 问 co, 5 为何 值 时 ， 方程 组 有 解 ; 
(2) 方程 组 有 解 时 ， 求 出 它 的 通 解 . 
精 解 (1) 所 给 方程 组 的 增 广 和 矩阵 为 














L111 Ta 访 
| -3 | 0 | 初等 生变 痪 |0 -1 -2 -2 -6 -3c 
0122 6ib| (VII) lIlo 1 2 2 6: 50 
-ee 1 
本 
让 下 到- 询 ， 员 
0000 0ip-3al 
ot 0 0 0s 


由 此 可 知 ， 当 a， 满足 全 0 即 a=1，6 =3 时 ， 所 给 方程 组 的 增 广 条 阵 与 系数 乱 阵 有 


相同 的 秩 2， 此 时 此 方程 组 有 解 ( 有 无 穷 多 解 ). 
(2) 当 a=1, b=3 时， 所 给 方程 组 的 增 广 和 矩阵 


发 


1 1 1 1 1:1 LO0 a a1 31= 
一 初等 行 变换 |10 1 2 2 6:i3 0 1 : 
(以 人 同 ) |0 0 0 0 0i0 00 0 0 0 
000 0 0i0 0 0 
po 
所 以 ， 此 时 原 方程 组 与 方程 组 (1) 


Wy Fwy 42rat Ors =3 
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同 解 . 
方程 组 (1) 的 导出 组 





KI = Wy= Na = I = 0, 

3 和 牛 22%3 二 204 二 0xs 三 0 
有 3 个 自由 未 知 数 ， 取 为 x3，x4，xs， 对 它们 赋值 为 1，0,0; 0, 1,，0; 0, 0, 1 得 该 导出 
组 的 基础 解 系 为 





(1, -2,1,0,0)I,， (1, -2,0,1,0), (5, -6,0,0,1).. 
此 外 方程 组 (1) 有 特 解 ( -2，3,， 0,， 0，0)7. 所 以 原 方程 组 的 通 解 为 
(xl xd =(-2,3,0,0,0)T +e(l, -2,1;,0,0)7+ 
co(1, -2,0,1,0)" +c3(5, -6,0,0,1).. 
例 6.2.5 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 


Xl1+ %+ %+ X4 =—1, 





42%1 二 3x3 Sx%3 一 Xa 三 =1，, 
ax1 + % +3x3 + bxa = 1 
有 3 个 线性 无 关 的 解 . 
(1) 证 明 : 方程 组 系数 矩阵 4 的 秩 r(4) =2; 
(2) 求 常 数 a, 5 的 值 及 方程 组 的 通 解 . 
精 解 (1) 设 三 个 线性 无 关 的 解 为 wm ，o ，o ， 则 mm -qs，a -as 是 所 给 方程 组 的 导 
出 组 Ax =0 的 两 个 线性 无 关 解 ， 所 以 4x =0 的 基础 解 系 中 至 少 包含 两 个 解 向 量 ， 由 此 得 到 

















4-rA) 三 2, 即 r(4) 三 2. (1) 
另外 ， 由 所 给 方程 组 r(4) >2. (2) 
由 式 (1) 与 式 (2) 得 r(4) =2. 
1 1 1 1 a 1 1 1 1 
(2) 由 于 4=|4 3 5 人 1 -5 广 一 
a 1 3 b l-a 3-a b-a 
1 1 1 1 
0 -1 1 -5 | 
0 0 4-2a -5+4a+b 
4-2a=0,， 


所 以 ,由 x(4) =2 得 | 
阵 得 


即 a=2, 5= -3. 将 它们 代入 所 给 方程 组 的 增 广 算 
-3 +4a+b =0, 


A = 








OO DD- 


00: 0 00 0 0:0 
由 此 可 知 ， 当 &=2, b= -3 时 ， 所 给 方程 组 与 方程 组 
的 4+ 2%a 一 4%4 三 之 ， (3) 


Wy = Wy Wy === 3 
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同 解 . 
方程 组 (3 ) 的 导出 组 





Wi 2x3 一 404 = 0, 
Wy = Wy Wy 0 
有 两 个 自由 未 知 数 ， 取 为 x3，xs ， 并 赋值 为 1，0 与 0，1， 于 是 该 导出 组 的 基础 解 系 为 
(-2,1,1,0)7，(4,， -5,0,1). 
此 外 方程 组 (3) 有 特 解 (2，-3，0,，0)7. 所 以 原 方 程 组 的 通 解 为 
x =c(-2,1,1,0) +c(4, -5,0,1)7+(2,，-3,0,0)7 





和 矩阵 方程 求解 


【主要 内 容 】 


设 A 是 mxn 和 矩阵，B 是 m x1 和 矩阵 ,它们 都 是 已 知 矩 阵 ， 针 是 未 知 和 矩阵， 则 称 方程 
AX =B 为 矩阵 方程 . 满足 AX =B 的 矩阵 邓 称 为 该 方程 的 解 . 

设 4 = (4 1 了) ， 称 为 该 矩阵 方程 的 增 广 和 矩阵 ， 则 

AX =B 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 r(A) =r(4) =n， 

AX =B 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 7(A4) =r(4) <m， 

AX =B 无 解 的 充分 必要 条 件 是 7(A) >r(4). 

注 (1 ) 珑 阵 方程 4 下 =O( 其 中 , 4 是 已 知 的 m xn 算 了 泗 ，O 是 m x1l 零 矩阵 ) 有 非 零 解 
的 充分 必要 条 件 是 r(4) <n( 只 有 零 解 的 充分 必要 条 件 是 7(A4) =n). 

(站 ) 当 4 是 nn 阶 可 道 和 矩阵 时 ， 和 矩阵 方程 AX=B 的 唯一 解 为 

















=A-B. 
(下 ) 当 和 矩阵 方程 4X =B 有 无 穷 多 解 时 ， 其 解 的 一 般 表达 式 称 为 通 解 或 一 般 解 . 
【典型 例题 】 
3 二 人 二 
例 6.3.1 设 三 阶 和 矩阵 4 =| -1 3 | 
1 2 





(1) 证 明 : 存在 三 阶 矩 阵 B(BzE,), 使 得 AB =4; 
(2) 求 出 所 有 满足 4B =A 的 矩阵 B(BzE,). 
精 解 ”本 题 实际 是 证 明和 矩阵 方程 AX =O0; 有 人 解 ， 并 求 其 通 解 . 


(1) 由 于 
2 -2 -4 T := 3 
初等 行 变 换 
一 一 一 一 人 | -1 3 4 











> 
中 
1 
es 
wy 
小 


(以 下 同 ) 


1 宇和 = 1 二 人 二 3 1 0 -1 
0 1 1— 10 1 1 广 一 |0 1 1 |， (1) 
0 2 2 0 0 0 0 0 0 
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所 以 r(4) =2 <3， 因 此 矩阵 方程 4 下 = O 有 非 零 解 ， 即 存在 非 零 矩 阵 妃 -已 使 得 A(B - 
E;) =0;. 由 此 证 得 存在 三 阶 不 为 B; 的 矩阵 ,使 得 
AB = 4. 





(2) 记 和 矩阵 方程 4X = 0O3 的 解 兰 =| 7 7Y。 9 |， 则 由 (1) 知 AX=0; 与 矩阵 方程 


21 22 23 


1 0 1/X X22 %3 
0 1 1 和 7 |= 03 
0 0 








显然 (x,，y,，z;) (i=1，2，3) 都 是 方程 组 


1 0 -1)/x 
[ 1 | 中 (三 维 零 向 量 ) ， 




















0 0 0/ \z 
即 J 
y+z=0 
的 解 ， 而 该 方程 组 的 通 解 为 c(1， 一 1， 1)"=(e, —C, c). 因此 
Wi %y 3 C1 C2 C3 
X= yy y= -a -co -Gt 
ZI] 2 23 C1 Cy C3 
l+ci C2 C3 
由 于 BE;， 所 以 所 求 的 B= 对 +E3=| -cc 1-co -Cc |( 其 中 ,ci ，c,， 6c3 是 不 全 
ci C2 | Fw 
为 零 的 任意 常数 ). 
1 1 2 1 4 0 Ml 
例 6.3.2 设 4=|-1 1 0|,B=| -1 0 -2|X=l7m yy%3|, 问 a, 5,c 取 
1] 0 1 a b C 而 ”为 ， 渐 














何 值 时 ， 移 阵 方程 4 下 = 互 有 无 穷 多 解 ? 并 求 出 此 时 和 矩阵 方程 的 通 解 . 
精 解 ” 对 所 给 矩阵 方程 AX =B 的 增 广 和 矩阵 (A ; B) 施 行 初等 行 变换 





J 和 本 二 和 油 区 4 0 
(41B) =|-1 10i-1 0 -| 一 和 诡 让 要 -| 
101: ab 5. 0 -1 -lia-1 b-4 
1 第 妆 E. 4 0 可 和 4 0 
和 2 -上 1 2 -上 
EL 0 Desi 
101 1 1 
人 -| 
0 0 0 1 


>2016 考 研 数学 (二 ) 典型 题 660 








由 此 可 知 , 当 ac-1=0-2=c-1=0, 即 a=1, 5=2, c=1 时 , r(4) =r(4) =2 <3， 此 时 
矩阵 方程 A =B 有 无 穷 多 解 . 由 于 此 时 4X =B 与 矩阵 方程 


1 0 1fXI YX%2 %3 1 2 1 





0 1 1 =lI0 2 -1 
0 0 07/\z 2 2 0 0 0 


1 0 NI 1 
同 解 ， 而 | 0 1 1 V1 又 0 | 的 通 解 为 (x ， yi, 21) =c( -1, 三 小; 1) +(1, 0， 0) 1， 
0 0 0/\la) 0 











0 1 1 3 = 之 的 通 解 为 (>2， 》2， 过 外 = Cc, 人 ll; 1， 1) 7 十 (2， 2， 0 ) ， 
0 




















1 0 1N /% 1 
0 1 1|iy|=| -1 | 的 通 解 为 (x3, ya3, 33) =c3( -1, -1, 1)"+(1, -1, 0).. 
0 0 0/\s 0 


=t1+1] =cy4+2 =63+1 


所 以 ， 所 求 的 通 解 不 = 一 C1 一 C2 2 一 3 —1 (其 中 ， C1, C2, C3 都 是 任意 常数 ). 





C1 C2 C3 
例 6.3.3 已 知 回 量 组 B， - (0， 1 ， - 子 ] ， B;=(a, 2,，1)7，B; =(0，1，0)7 可 由 
向 量 组 w =(1, 2，-3)7， mw = (3, 0, c)7,，@ =(9，6，-7)7 线 性 表示 ， 而 且 表 达 式 并 
不 是 唯一 的 ， 求 a, b,c 的 值 . 
精 解 ”将 向 量 组 的 线性 表达 式 转换 成 矩阵 方程 ， 然 后 利用 表达 式 不 是 唯一 ， 即 该 矩阵 方 
程 有 无 穷 多 解 ， 由 此 确定 a,，5,c 的 值 . 
设 向 量 组 B61 ，pB,, PB;3 由 向量 组 w ，a ，@ 的 线性 表达 式 为 





XQ + X10 + X03 = Pi, 
KAO + X2202 + X03 = ps, 
XQ + X30 + %3303 = bs, 
XI1 X21 X31 
即 (am a3) ry x X32 |= (Bi ,Bs ,B;). (1) 
N13 X23 X33 


对 矩阵 方程 (1) 的 增 广 矩阵 (al ，o ，as i Bi ，Bs，B; ) 施 行 初等 行 变换 


第 六 章 “线性 方程 组 、 下 放生 下 让 5 全 生生 二 及 一 次 于 
261 





(ao,a 10 DB3) = 





1 3 910 0 

由 ”下 1 1 
0 1 2 -二 寺 (a-1) 于 (人 2- 二) 

5 
0 e+9 20 -3 1+3a El 
i 和 半 # 

: 1 1 1 1 
SD 3 (2 - 方 ) 
让 
3 3 


由 题 设 知 矩阵 方程 (1 ) 有 无 穷 多 解 ， 所 以 


r(Q1 ,0 ,03 :Bi1,B, ,B3) = ra ,m3) = 2. 


由 此 得 到 
c-l1=0, 
13-a=0, 即 a = 13,b =5,c=1. 
5-b=0, 
两 个 线性 方程 组 的 同 解 与 公共 解 
【主要 内 容 】 


1. 两 个 线性 方程 组 的 同 解 

设 有 两 个 线性 方程 组 A,x =b,(i=1,，2)， 其 中 ，A4|，A4; 分别 是 mm xn，m, xn 和 矩阵 ， 
b1，b, 分 别 是 mi ，ms 维 列 向 量 ，x 是 未 知 的 n 维 列 向 量 . 如 果 Alx = 及 的 任意 解 都 是 
42x =b, 的 解 ， 反之 也 对 ， 则 称 这 两 个 方程 组 同 解 . 

设 A|，A4, 分 别 是 mi xn，m, xn 和 矩阵 ， 则 

齐 次 线性 方程 组 4ix =0 与 4;x =0 同 解 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 基础 解 系 ; 

非 齐 次 线性 方程 组 Ajx =bi 与 4xz =b,( 其 中 ,bi ，b; 分 别 为 mm ，m2 维 列 向 量 ， 且 至 
少 有 一 个 是 非 零 向 量 ) 同 解 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 导出 组 有 相同 的 基础 解 系 且 有 一 个 相同 
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的 特 解 . 
2. 两 个 线性 方程 组 的 公共 解 
设 有 两 个 线性 方程 组 4ix =b;(i=1, 2)， 其 中 ,A1，4, 分 别 是 ma xm，ma xn 算 阵 ; 

bj ，b; 分 别 是 ml ，m, 维 列 向 量 ; x 是 未 知 的 n 维 列 向 量 . 如 果 x =(al, a,,，…，a,)" 既 

是 方程 组 A1x = 的 解 ， 又 是 方程 组 A,x =b, 的 解 ， 则 称 x = (aj ，a,，…，a,)' 是 这 两 个 

方程 组 的 公共 解 . 
方程 组 Alx =bi 与 4px =b, 有 公共 解 的 充分 必要 条 件 是 将 这 两 个 方程 组 合并 后 的 方 























程 组 
人 
4 三 b,, A, b, 
有 人 解 . 
【典型 例题 】 


例 6.4.1 求 使 齐 次 线性 方程 组 


Wi 寺 202 二 3wa = 0, 
X1 十 bx 十 ews 三 
2xi +3x, +5x3 = 0,(1) 与 (2) 
2xj + bx + (c+1)xs =0 





V+ Wa 和 牛 aws = 0 
同 解 的 参数 a,，5，c 的 值 . 

精 解 ” 分 别 记 方程 组 (1) 、(2) 的 系数 矩阵 为 4，B， 要 使 (1) 、(2) 同 解 ， 必 须 使 它们 
有 相同 的 基础 解 系 ， 从 而 有 r(4) =r(B) 2. 对 4 施行 初等 行 变换 ， 


1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 0 1 
4=|2 3 5m I0 -1 -1 mm I0 1 1 mI0 1 1 | 
1 1 au 0 -1 a-3 0 0 a-2 0 0 a-2 


由 此 可 知 a=2. 此 时 方程 组 (1 ) 与 方程 组 
二 9 = 0， 








2 二 三 
同 解 ， 所 以 方程 组 (1) 有 基础 解 系 ( -1，-1，1)7， 它 也 应 是 方程 组 (2) 的 基础 解 系 ， 代 入 
方程 组 (2) 得 











ee 即 CN 
-2-b+c+l1 =0, bc=-1. 
解 此 方程 组 得 | 与 | 
c=1 和 和 2 
1 1 
当 4=0，。=1 时 ， 方 程 组 (2) 的 系数 生 隆 =|， 0 网 积 为 1 此 时 (4) 7(B)， 


所 以 5 =0，c =1 不 合适 . 
当 5=1, c=2 时 , 方程 组 (2) 的 系数 矩阵 


[ 1 2 初等 行 变 换 ( 1 ?| ( 0 1] 
B= Er » 
2 1 3/ (MF) \0 -1 -1 
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+%3 =0， 
同 解 ， 即 与 方程 组 (1) 同 解 . 


XI 十 %3 二 


即 此 时 方程 组 (2 ) 与 方程 组 | 





综 上 所 述 ， 当 方程 组 (1) 与 方程 组 (2) 同 解 时 , a =2, b=1, c=2. 
例 6.4.2 已 知 两 个 非 齐 次 线性 方程 组 


X1 + Xo -2x4 = 一 0， NI +mxy -oa —%4 =—5, 
(TT) 44xz -x -x3— x4=1, ( 工 ) nx — %X3 — 2x4 =—11, 
3wi — Xy 一 0%3 = Wa = 2%4 二 = 寺中 1， 


求 使 方程 组 ( ) 与 方程 组 ( 卫 ) 同 解 的 m，n，t 的 值 . 

精 解 ” 要 使 方程 组 (| ) 与 方程 组 ( 工 ) 同 解 ， 只 需 方程 组 ( | )、 方 程 组 ( [[) 的 导出 组 有 
相同 的 基础 解 系 和 方程 组 ( 工 ) 、 方 程 组 ( f) 有 一 个 相同 的 特 解 ， 由 此 确定 m，n，t 的 值 . 
但 本 题 对 方程 组 ( 工 ) 、 方 程 组 ( 工 ) 的 增 广 矩阵 分 别 施行 一 系列 初等 行 变 换 ， 使 得 它们 有 相 
同 的 等 价 和 矩阵 从 而 确定 m，n，t 的 值 使 解 题 更 快捷 些 . 

用 初等 行 变换 将 (1) 的 增 广 和 矩阵 4 化 为 阶梯 形 和 矩阵 : 


1 1 0 -2; -6 1 1 0 -2; -6 
4=|4 -1 -1 -1 10 -5 -1 7:25 
































4 0 
3 -1 -1 0 3 0 -4 -1 6:21 
t 0 Tm lia 
人 中- 0 1 0 4 
0 -4 -1 6i21 六 
a 
WE (1) 
0 0 1 -2:-5 
用 初等 行 变换 将 方程 组 (2) 的 增 广 和 矩阵 好 化 为 与 式 (3) 最 后 一 个 矩阵 相同 的 矩阵 ; 
下 1 m0 -3; -5-4 
B=I0 n -1 -2: -lm 0 n 0 + | 
i 1 
1 m 0 pe Ek -1 Pa 
了 71 5 : 
Ee Ms 二 
0 0 1 -2: i+l i 
Li a 
0 于 | 
0 0 1 -2: -5+l 





要 使 方程 组 (I )、 方 程 组 ( [[) 同 解 ， 只 要 使 式 (1)、 式 (2) 的 最 后 一 个 矩阵 彼此 相等 即 可 . 
由 此 得 到 
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war 
La 
el 
-t+1=-5 





解 此 方程 组 得 m=2, n=4, 1=6. 
例 6.4.3 设 4 元 齐 次 线性 方程 组 





Xi 十 X = 0， 
1 + %2 (1) 
Wy = Wy 0, 

又 已 知 某 个 4 元 齐 次 线性 方程 组 (2) 的 通 解 为 后 (0，1，1,， 0) +h (一 1，2, 2, 1)". 求 方 
程 组 (1 ) 与 方程 组 (2) 的 所 有 非 零 公共 解 . 
精 解 ” 由 于 已 知 方程 组 (2) 的 通 解 ， 所 以 只 要 从 中 选 出 满足 方程 组 (1) 的 非 零 解 即 可 . 

由 于 方程 组 (2) 的 通 解 为 
(X%1 ,NX2 ,NX3 ,Xa4) =k(0,1,1,0) + jp (一 1,2,2,1)7 
=(— hs,k +2k,,k + 2k, ,ks )!, 
即 x1 =— hk, x = kl +2ky, x3 = kl + 2ky, Xa = hk. 
将 它们 代入 方程 组 (1 ) 得 
—k, + (kl +2k,) = 0, 即 ji +k, = 0， 
(kl +2k,) -hk = 0, kl +k, = 0. 
它 的 所 有 非 零 解 为 所 =c<，h, = -c(c 是 任意 非 零 常数 ). 于 是 方程 组 (1 ) 与 方程 组 (2) 的 所 有 
非 零 公共 解 为 
(xi ,xp ,23 4) 工 =c(0,1,1,0)7 —c(— 1,2,2,1)7 
=c(1, -1, -1,-1)7 (cec 是 任意 非 零 常数 ). 
Xl1+ % + %=0， 
例 6.4.4 设 齐 次 线性 方程 组 (1) 5x1 +2x2 + ax3 =0 ,与 方程 (2)xi +2x, + =4 -1 有 


xl +4x +a2x3 =0 


























公共 解 ， 求 a 的 值 及 所 有 公共 解 . 
精 解 ”从 考虑 由 方程 组 (1 ) 与 方程 (2) 组 成 的 线性 方程 组 
Wi 十 Wy 0 二 0， 
X% 十 2X axa = 0 
1 十 <XY2 十 3 ， (3) 
Xl +4x, +a’x3 = 0， 
XI 二 2Ma 十 Ny=@=1 
有 人 解 入 手 . 
对 方程 组 (3 ) 的 增 广 和 矩阵 4 施行 初等 行 变 换 : 
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1 1 1，0 1 1 1 0 
| 二 0 1 a-1: 0 
4 = | 一 一 
1 4 oo 0 0 3 o-1: 0 
12 1ia-1/ \0 1 0 ia-l 
1 1 1 0 1 1 1 0 
0 1 0 a-l 0 1 0 a-l 
一 > : 一 > 
0 3 o -1 0 00 o2-1i-3(a-1) 
0 1 a-1: 0 0 0 a-1:-(a-1) 
11 1 0 
0 1 0 | a—-l 
| 一 人 
0 0 0 i:(a-1)(a -2) 
0 0 a-l: —-(a—-1) 
Te 0 
01 0 元 
0 0 a-1: -(e-D 





和 让 人 


由 于 方程 组 (1 ) 与 方程 (2) 有 公共 解 ， 即 方程 组 (3) 有 解 ， 所 以 由 r(4) =r(4)( 其 中 , 4 是 
方程 组 (3 ) 的 系数 矩阵 ) 得 a =1( 此 时 r(4) =r(4) =2) 或 =2( 此 时 r(4) =r(4) =3). 


%1 二 22 二 Xa =0 


当 w -1 时， 方程 组 (3) 与 方程 组 ' 同 解 ， 它 的 通 解 ， 即 方程 组 (1) 与 方 








MD =0 
程 (2) 的 公共 解 为 (xi ， NX> ， x3)! =c( -1, 0,， 1)7(c 是 任意 常数 ). 
%i 二 Wy 二 Ws 三 0， 
当 a =2 时 , 方程 组 (3) 与 方程 组 x = 1, 同 解 ， 它 的 解 ， 即 方程 组 (1) 与 方 
x3= 一 | 





程 (2) 的 公共 解 为 (xi,， x;, x3) =(0, 1，-1)1. 

例 6.4.5 设 A 是 mxn 算 阵 , B 是 nxl 和 矩阵 . 证 明 : 齐 次 线性 方程 组 ABx =0 与 Bx = 
0 是 同 解 方 程 组 的 充分 必要 条 件 是 7(AB) =r(B). 

精 解 ”必要 性 ， 设 方程 组 4Bx =0 与 Bx =0 同 解 ， 则 它们 有 相同 的 基础 解 系 ， 记 其 中 包 
含 的 线性 无 关 解 向 量 的 个 数 为 -， 于 是 有 1-r(4B) =1-r(B) (其 中 所 给 的 两 个 方程 组 的 未 知 
数 个 数 都 为 1) ， 即 7(AB) =r(B). 

充分 性 . 由 r(4B) =r(B) 知 1 元 方程 组 ABx =0 与 1 元 方程 组 Bx =0 的 基础 解 系 中 包含 
的 线性 无 关 解 向 量 个 数 相等 . 此 外 ， 容 易 知道 方程 组 Bx =0 的 解 都 是 方程 组 ABx =0 的 解 ， 
所 以 方程 组 Bx =0 的 基础 解 系 也 是 方程 组 ABx =0 的 基础 解 系 ， 由 此 可 知 ， 方程 组 ABx =0 
与 方程 组 Bx =0 有 相同 的 基础 解 系 . 因此 两 个 方程 组 ABx =0 与 Bx =0 同 解 . 

例 6.4.6 设 A, B 都 为 n 阶 和 矩阵 ， 且 1r(A4)+r(B) <n. 证 明 : 齐 次 线性 方程 组 
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(1)Ax =0 与 (2)Bx =0 必 有 非 零 的 公共 解 . 
精 解 ”构造 齐 次 线性 方程 组 (3) 
A 
I 
B 


记 r(4) =t, r(B) =s， 并 设 4 的 行 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 @,， @;，…, a,， 
的 行 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 B. ,PB;，…, B,， 则 
A 


I Ql, 0) ，…， a, ;Bi ,Bs ,*…,B,) < r( QI1，aG2，…， ae ) 十 r(Bi ,B;,*…,B,) 


=r(A) +r(B) <n. 
于 是 ,方程 组 (3) 有 非 零 解 ， 即 两 个 方程 组 (1) 与 (2) 有 非 零 的 公共 解 . 


4 
并 从 计算 [| 的 秩 入 手 . 
B 








和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


【主要 内 容 】 


1 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 定义 

设 4 是 阶 逢 隆 , 如 果 数 A 入 维 非 零 向 量 x 满足 

Ax = Ax, 

则 称 A 是 4 的 特征 值 ， 称 x 是 4 的 对 应 和 的 特征 向 量 

2. 矩阵 特征 值 的 计算 方法 

设 4 是 阶 箱 隆 ， 当 它 是 抽象 箱 阵 时 ， 其 特征 值 与 特征 向 量 可 按 定义 寻找 ， 即 设法 得 
到 各 种 形 如 ha = Ma(w 是 维 非 零 向 量 ) 的 表达 式 ， 就 可 得 到 4 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 
量 . 当 4 是 阶 数字 矩阵 时 ， 可 以 通过 解 4 的 特征 方程 | AE, -A|=0( 称 |AE,-4| 为 4 
的 特征 多 项 式 ， 称 AE, -4 为 4 的 特征 矩阵 ) 得 到 4 的 所 有 特征 值 ， 然 后 对 各 个 特征 值 解 
齐 次 线性 方程 组 (AE, -A)x =0， 它 的 每 个 非 零 解 即 为 4 的 对 应 和 的 所 有 特征 向 量 

3. 矩阵 特征 值 及 特征 向 量 的 性 质 

设 4 是 阶 逢 隆 ， 则 

(1) 4 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 

(2) 4 的 个 特征 值 之 和 为 4 的 主 对 角 线 元 素 之 和 ( 称 为 4 的 迹 ， 记 为 ta) ,4 的 n 个 
特征 值 之 积 为 |4 |. 

(3) 当 4 可 逆 时 ， 它 的 特征 值 都 不 为 零 ， 并 且 当 4 具有 特征 值 A。 及 对 应 的 特征 向 量 志 
时 ，4 -具有 特征 值 志 及 对 应 的 特征 向 量 上 所，4* 具有 特征 值 -全 及 对 应 的 特征 向 量 





















































马 
































(4) 当 4 具有 特征 值 Au 及 对 应 的 特征 向 量 专 时 ，p(4)(ep(A) 是 关于 和 的 多 项 式 ， 即 
op(A) =a0 taAt+a,A", p(A) =aoE, +alA4+…+a,h4") 具 有 特征 值 (Au) = ao + 
ahAo+…+anAy 及 对 应 的 特征 回 量 过 
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【典型 例题 】 
例 6. 5.1 (单项 选择 题 ) 设 和 ,A, 是 nn 阶 矩阵 4 的 特征 值 ,， 1， 是 对 应 的 特征 向 
量 , 则 ( ). 


A.Al =A, 时 , &| 与 志 线性 相关 

B. Ail 关 A 时 ，A3 =Ai +A, 也 是 4 的 特征 值 ， 且 对 应 的 特征 向 量 为 &1 + 如 

C.A 天 人 时 ，&1 + 不 是 4 的 特征 向 量 

D.A =0 时 , é&) =0 

精 解 ” 按 特征 值 与 特征 向 量 的 定义 选择 正确 的 选项 . 

当 A 关 A 时 ,Ei +é&s 必 不 是 4 的 特征 向 量 . 下 面 用 反 证 法 证 明 这 一 结论 . 

设 &1 +é& 是 4 的 对 应 特征 值 w 的 特征 向 量 ， 则 有 

A(él +é,) = 人 AS +6,),B Aé +Aé, = HE + He. 
将 题 设 的 Aé1 =A1E1，AE, =Asé, 代入 上 式 得 
AIG +A2E = ME tués, BA -pH)é + (A -1)és = 0. 
于 是 由 é&1，é, 是 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 量 得 
A1 -4 = A, -=0, 即 A， = A,. 





























这 与 和 | 和 矛盾 . 

因此 本 题 选 C. 

例 6.5.2 (单项 选择 题 ) 设 入 =2 是 阶 矩 阵 4 的 一 个 特征 值 ，| 念 | =2， 则 矩阵 
区 ) + (42) * 对 应 的 特征 值 为 ( 。 )， 

A.l B. 2 C.3 D.4 


精 解 对 应 A=2， 算 阵 [4 】 的 特征 值 = [了 - (二 2 =1, 和 矩阵 (42)* 














2 
的 特征 值 =- 伍 -= 务 =1， 所 以 ， 所 求 的 特征 值 为 1 +1 =2 


因此 本 题 选 B. 
例 6.5.3 己 知 二 阶 矩 阵 4 及 2 维 列 向 量 w 满足 
A’a +2Aa -3a = 0， 
且 w，4ea 线性 无 关 , 求 4 的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 . 
精 解 ”由 于 A 是 2 阶 和 矩阵 ， 所 以 其 仅 有 两 个 特征 值 . 下 面 根据 定义 寻找 它 的 特征 值 与 特 
征 向 量 . 
由 于 题 设 A?a +24a -3w =0 可 得 
(A-E,)(Aa+3a) =0， 即 4(4a +3aw) =4a +3a; 
(A+3E,)(A-E,)a=0, BWA(A-E,)a= -3(Aa -a). 
此 外 由 题 设 a，Aa 线性 无 关 知 ，Aa + 3a，(4 - E,)a 都 是 非 零 向 量 ， 因 此 ，4 有 特征 值 A 
=1，-3, 且 4 的 对 应 入 =1 的 特征 向 量 为 Aq +3a， 对 应 和 A = -3 的 特征 向 量 为 Aa -a 
1 全 2 
2 三 主 ， 三 2 
六 ET 
































例 6.5.4 设 算 阵 4= ， 求 它 的 特征 值 及 特征 向 量 . 
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精 解 ” 先 计算 特征 方程 | AE3 -4 | =0 的 根 得 到 4 的 特征 值 ， 然 后 逐一 计算 4 的 特征 值 
A 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 (AE; -4)xz =0 的 非 零 解 ， 得 4 的 特征 向 量 . 

















A+l -2 -2 A+l -2 三 2 
1AE3 -4|=| -2 A+l 2 |=| -2 A+l 2 
-2 2 A+l 0 -A+l A-l 

A+l -4 二 2 
A+l -4 

=| -2 A+3 2 |=(A-1) 

-2 A+3 

0 0 人 一 1 








=(A-1)2(A+5) ， 
所 以 , |AE; -A | =0 的 根 ， 即 4 的 特征 值 为 A = -5, 1( 二 重 ). 
设 对 应 入 = -5 的 寺 征 和 疝 量 为 x = (xi， XI ， Ws); 则 x 满足 














-4 -2 -2\/%i 
(-5E;-A)x=0, 即 | -2 -4 2|x, |=0. (1) 

-2 2 -4/\x, 

4， 2 (时 > = 人 = 1 -1 2 

四 等 行 变 
由 于 -2 -4 2 《下 同 ) -2 -4 2 | 一 人 | -2 -4 2 一 

= 。 部 =4 -4 -2 -2 -4 -2 -2 

1 二] 和 2 1 -1 2 1 0 1 

0 -6 60 1 去 1 SI0 1 =1 

0 -6 6 0 0 0 0 0 0 














XI +X3 =0， 
所 以 ， 式 (1) 与 方程 组 | ，“” 同 解 ， 因 此 式 (1) 的 基础 解 系 为 ( 1，1，1)" 从 而 4 的 


X2 一 %3 
对 应 特征 值 A = -5 的 所 有 特征 向 量 为 c( -1，1，1) 7 (其 中 ，e 为 任意 非 零 带 数 ). 
设 对 应 入 =1 的 特征 向 量 为 ?= (yi， 》2 ， y3)', 则 y 满足 











2 -2 -2\/N 
(EA)y=0, Wm |: 2 Zl lsd (2) 
-2 2 2)\y; 














显然 ,， 式 (2) 与 方程 m -y, -入 =0 同 解 . 因此 式 (2) 的 基础 解 系 为 
(1, 1, 0)7，(1,， 0，1)7. 
从 而 4 的 对 应 特征 值 A =1 的 所 有 特征 向 量 为 
ci(1, 1, 0)7+c(1,，0，1)7 (ci， cs 是 不 全 为 零 的 任意 常数 ). 
例 6.5.5 设 n 阶 矩 阵 





a 1 b 
b a 和 b 

A=|. . . |(50), 
b 0 a 


求 4 的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 . 
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画 
和 二 
三 -b 
精 解 由 于 | AE, -4| = 
-b -0 A-a 
=[A-a-(n-1)b](A-a+b)"-!, 
所 以 ,4 的 所 有 特征 值 为 X=a+(n-1)5, a-b(n-1 重 ). 
设 对 应 特征 值 A =a + (n-1)。 的 特征 向 量 为 x=(xi，x;，…，%) ， 则 x 满足 方程 组 
(Or-D Ob 
EY (1) 
-b -5 (nD, 
显然 该 方程 组 有 解 m = (1，1，…，1)7(m 维 非 零 列 向 量 ). 
由 于 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 的 =- 工 阶 子 式 
(n-1)b -6b 1 -6 
7 re ™ OY [a 
-b -bb (nl1)b 
所 以 , 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 的 秩 为 n -1， 从 而 ao 是 方程 组 (1) 的 一 个 基础 解 系 ， 因 此 和 = 
a + (n 一 1)b 对 应 的 所 有 特征 向 量 为 c(1，1, …，1) (ce 是 任意 非 零 常 数 ). 
n 维 
设 对 应 特征 值 和 A =a -5b 的 特征 向 量 为 y= (yy，y2，…，y,) ， 则 y 满足 方程 x + 








x2 +…+x =0， 它 的 基础 解 系 为 n 维 问 量 组 
(1, 1,0,.…,0), (-1,0,1, ,0), (-1,0,.., 1).. 
所 以 , A =a -对 应 的 所 有 特征 向 量 为 
站 
其 中 ，cl ，c ，…，c,_ 1 是 任意 不 全 为 零 的 常数 . 





和 矩阵 相似 


【主要 内 容 】 


1. 矩阵 相似 的 定义 

设 A,B 都 是 n 阶 矩 阵 ， 如 果 存 在 nn 阶 可 首 算 阵 了 ,使 得 B=P-1A4P， 则 称 矩 了 泗 A 与 B 
相似 ， 也 称 4 与 召 为 相似 敌阵 ， 记 为 4 ~B. 

2. 矩阵 相似 的 性 质 

设 4, B,C 都 是 n 阶 和 矩阵， 则 有 以 下 性 质 . 

(1) A~A. 

(2) 如 果 4 ~B, 则 B~A. 
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(3) 如 果 A4~B, B~C, 则 A ~C. 


(4) 如 果 4 ~B， 则 AT ~ BY， A”~B"( 其 中 ， m 是 正 整数 )， A4 ~AB( 其 中 ， 和 A 是 党 
数 )， op(4) ~g(B) (其 中 ， op(A) = ao +alA 十 二 OA 是 关于 入 的 多 项 式 ). 
(5) 如 果 4~B， 则 |4 | = |B| ,从 而 4，B 同 为 可 逆 或 不 可 洲 


(6) 如 果 4 ~B， 则 当 A4 可 逆 时 ，4 ~B-', A* ~B"*. 











(7) 如 果 4 ~B, 则 |AE,-A|= |AE,-B|， 从 而 A,，B 有 相同 的 特征 值 ，trA =trB ， 


且 当 是 4 的 对 应 特征 值 A 的 特征 向 量 时 ，B 有 对 应 特 行 





是 满足 P-!14P =B 的 可 道 矩 阵 ). 


(8) 如 果 4 ~B， 则 A，,B 等 价 ， 从 而 7(4) =r(B). 
注 设 A, B 部 是 n 阶 矩 阵 ， 则 以 下 两 点 值得 注意 : 
(i) 当 A4 与 BB 有 相同 特征 值 时 ,4 与 BB 未 必 相 似 ; 
(二) 当 4 与 互 等 价 时 ,4 与 B 未 必 相 似 . 








【典型 例题 】 
例 6.6.1 (单项 选择 题 ) 设 矩阵 A 与 互相 似 ， 其 中 
B= 
则 和 矩阵 A -3E, 与 4? -EE 的 秩 之 和 为 ( 
A.4 B.5 
精 解 ”由 于 
-3 0 0 
A-3E,~B-3E,= ,二 
0 0 -4 
0 0 2 
而 r(4 -3E,) =r(B-3E,) =2. 
由 于 
全 | 
42 -E,~B’-E, = 下 
0 0 国 
0 0 | 
0 0 0 0 
0 9 0 0 
-|oo052 
0 0 2 8 





的 秩 为 4. 
从 而 r(4? 一 五 , ) =r(B? =- 五; ) =4. 


0 


0 
0 
0 


0 


SA 


0 0 
0. 0 
-1 2 
2 2 


C.6 








F 值 A 的 特征 向 量 P71E&( 其 中 , P 





仅 有 不 为 零 的 二 阶 子 式 ， 所 以 它 的 秩 为 2， 从 


由 此 可 知 r(4 -3 再 ,) +r(42 -五 |) =2+4=6. 


因此 本 题 选 C. 


0 局 


MP 上 局 忆 


“本 To 人 


， 它 的 行列 式 不 为 零 ， 所 以 它 
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例 6.6.2 (单项 选择 题 ) 设 A 是 四 阶 算 阵 ， 满 足 42 +4 = 0 如果 r(4) =3， 则 与 4 相 
似 的 矩阵 只 能 是 ( ) 
三 了 -1 
0 -1] 
A. B 
0 0 
0 0 
三 下 1 
三 中 -1 
C D. 
三 由 三 让 
0 0 














精 解 设 4 的 特征 值 为 ， 则 由 题 设 42 +4 =0, 知 和 满足 2 +A=0， 因 此 ,4 的 特征 
值 A 只 能 取 0 或 - 1. 
显然 ， 只 有 选项 A，B，%C 的 矩阵 特征 值 为 0 与 -1, 但 其 中 仅 有 选项 C 的 矩阵 的 秩 为 
3， 所 以 与 4 相似 的 矩阵 只 可 能 是 选项 C 的 矩阵 . 
因此 本 题 选 C. 
例 6.6.3 已 知 三 阶 和 矩阵 4 与 3 维 列 向 量 x，Ax，A2x 线性 无 关 ， 且 43xz =3Ax -2427. 
(1) 记忆 =(xz，4r，42x) ， 求 三 阶 和 矩阵 下， 使 得 4 = PBP-'， 并 求 4 的 特征 值 ; 
(2) 证 明 : 对 任意 实数 1:，A?+iE; 与 好 + 十 相似 . 
精 解 (1) B = 忆 -14P= 忆 -4(x，4z，427) 
=P-!'(Ax, A’x, Aix) 
=P-!'(Ax, A’x, 3Ax -242x7) 




















0 0 0 

=P-'(x, Ax, A’x)|1 0 3 
0 
3 


0 1 -2 
00 0 /00 
eo 0 | 0 
0 1 -2) \0 1 -2 
由 于 4 ~B， 所 以 
A 0 0 
[AE3 -A|=|IAE3-B|I= -1 A -3 =A(A+3)(A-1). 





0 -1 A+2 





因此 ，A 的 特征 值 为 A= -3, 0, 1. 
(2) 利用 矩阵 相似 的 定义 证 明 43 + 证; ~B? +iE;. 
由 于 有 可 逆 和 矩阵 己 ， 使 得 





P-'AP=B. 
所 以 ， 对 于 任意 实数 上 有 
Pi!'(A’ +tE;)P =P-'IAP+tP-1E,P 
=(P-14P)( 忆 -14P)(P-14P) +1E, =B? +1E,, 
即 43 +1E; ~B’ +iE;. 
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例 6.6.4 设 和 矩阵 4 = 


一 ”一 OO 


1 
0 | B=C-1A4*C, 求 
0 
(1) 矩阵 4 的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 ; 
(2) 德 阵 如 的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 . 
精 解 (1) 由 |AE3 -A | =0， 算 出 4 的 特征 值 ， 然 后 对 各 个 特征 值 求 齐 次 线性 方程 组 
(AEs -4)xz =0 的 非 零 解 ， 得 到 对 应 的 特征 向 量 . 




















A-3 -2 -2 
由 于 |AE;-A|= -2 A-3 -2 =(A-7)(A-1)’, 
-2 -2 A-3 











所 以 ， 4 的 寺 征 值 为 A 三 7 A, =1( 二 重 )， 从 而 |& | =7x1? 三 人 . 











设 4 的 对 应 和 | =7 的 特征 向 量 为 x = (xi ，x,，x3) ， 则 x 满足 
4 -2 -2 
(7E; -A)x=0, 即 | -2 4 | x |=0, (1) 
= 人 
人 -2 4 -2 -2 4 -2 
由 于 |-2 4 | rs 4 -2 | 一 ， 6 一 
-2 -2 4 -2 -2 4 0 -6 6 
1 -2 1 1 0 -1 
0 1 + 1 -1| 
0 0 0 00 0 








—xa =0 
” “ 同 解 ， 从 而 式 (1) 有 基础 解 系 zx=(1,， 1，1)7. 因此 , 4 








所 以 ， 式 (1) 与 方程 组 | 


%2 =%s =0 


的 对 应 特征 值 A， =7 的 所 有 特 和 





:向 量 为 


ci(l, 1， 








1)7=(o ，cl，c)7( 其 中 ，c 是 任意 非 零 常数 ). 
设 4 的 对 应 和 ,=1 的 特征 向 量 为 了 ?= (yi, y,,，y3) 7， 


则 由 4 是 实 对 称 和 矩阵 知 


(x, y) =0, BT y +y, +ys =0. 


该 方程 有 基础 解 系 ( -1,， 1, 0)7 与 ( -1, 0, 1)?. 因此 4 的 对 应 和 ,=1 的 所 有 特征 向 量 为 





c(-1,，1，0)) 
数 ). 


[+c3( = 0 ， 1) =( 一 C2? 一 C3， C2 ， o)7( 其 中 ， C2 ， 





c3 是 任意 不 全 为 零 的 党 























(2) 先 算出 4* 的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 ， 然 后 利用 五 =C-L4*C 得 到 B 的 所 有 特征 什 
与 特征 向 量 . 
A* 的 特征 值 = 全] = 工 =1, ps = 入 | = 了 =7( 二 重 )， 且 对 应 pv 的 所 有 特征 向 量 
» 2 


为 (c! ，c1，c1) "(其 中 ,ci 是 任意 非 零 常数 )， 对 应 ,=7 的 所 有 特 和 





cs) "(其 中 ， C2， C3 是 任意 不 全 为 零 的 常数 ). 


向量 为 ( -6 -63, 6) 


B 的 所 有 特征 值 为 v =1，v, =7( 二 重 ). 为 了 计算 它们 对 应 的 所 有 特征 向 量 ， 先 计算 
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J 
四 
人 TE a 1 0 0:0 1 -1 
: 四 等 行 变 1 | 
人 OE OS 0 
0 0 1:0 0 1 0 0 1:0 0 1 0 0 1:0 0 1 








0 1 -1 
所 以 ，C | 0 0 |， 从 而 BB 的 对 应 v1 =1 的 所 有 特征 向 量 》 
0 0 1 








对 应 v, =7 的 所 有 特征 





可 
粳 [ 


CC(-o-c，c，c) = 





0 1 -1 一 2 一 3 
| 二 =(co -c，-c -c，c) 
0 oa 
注 本 题 题解 表明 ， 要 计算 4* ,A -1 , f(A4)(/(A) 是 关于 4 的 多 项 式 ), P-14P(P 是 
可 道 和 矩阵 ) 等 比较 复杂 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 可 从 计算 4 的 特征 值 与 特征 向 量 入 手 ， 然 
后 利用 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 ， 得 到 4 * ,A -1, f(A4)，,，P-1AP 等 的 特征 值 与 特征 向 量 




















和 矩阵 的 相似 对 角 化 


【主要 内 容 】 


1. 矩阵 可 相似 对 角 化 的 定义 

设 4 是 n 阶 和 矩 阵 ， 如 果 它 与 n 阶 对 角 和 矩阵 A 相似 ， 则 称 4 可 化 为 相似 的 对 角 和 矩阵 ， 简 
称 4 可 相似 对 角 化 

n 阶 矩 阵 4 可 相似 对 角 化 的 条 件 : 

(1) 4 有 个 互 异 的 特征 值 是 4 可 相似 对 角 化 的 充分 而 非 必 要 条 件 

(2) 4 是 实 对 称 矩 阵 是 4 可 相似 对 角 化 的 充分 而 非 必要 条 件 . 

(3) 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 是 A 可 相似 对 角 化 的 充分 必要 条 件 . 

(4) 4 的 每 个 n, 重 特征 值 和 A; 的 特征 矩阵 和 ;五 , -4 都 满足 r(AjE, -4) =n-n; 是 4 可 相 
似 对 角 化 的 充分 必要 条 件 . 

2. 矩阵 相似 对 角 化 方法 

要 将 于 阶 矩阵 4 相似 对 角 化 ， 实 质 上 是 寻找 可 逆 矩 阵 P 和 对 角 和 矩阵 和 A， 使 得 P-1AP = 
A, PP 和 A 可 按 以 下 步骤 计算 . 

(1) 计算 4 的 nn 个 特征 值 A ，A,，…，A, (其 中 可 能 有 相同 的 )， 

(2) 逐个 计算 对 应 和 | ，A,，…，A, 的 特征 向 量 ， 记 为 所， 如 ，…， 志 ; 
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(3) 写 出 P 与 4: P=(é&, 6, …, 6,), A= 





【典型 例题 】 
例 6. 7.1 (单项 选择 题 ) 下 列 矩 阵 中 ， 不 能 相似 对 角 化 的 是 ( 。 ). 



































1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 
oi ro C.I0 1 0 no | 
0 0 3 0 0 2 1 0 1 0 0 2 
1 1 0 
精 解 ”首先 ， 考 虑 选项 A 的 矩阵 |0 2 1 |， 由 于 它 有 三 个 不 同 的 特征 值 M=1，2，3， 
0 0 3 
所 以 必 可 相似 对 角 化 ， 故 A 不 能 选 . 
1 1 0 
其 次 ,考虑 选项 B 的 矩阵 10 1 0 上 |( 记 为 B). 它 有 二 重 特征 值 和 =1， 由 于 
0 0 2 
0 -1 0 
1.E3-B=|0 0 0 | 的 秩 为 2， 即 r(1.E;-B) =2#3-2( 其 中 ,3 是 矩阵 的 阶 数 ，2 








0 0 -1 

是 和 =1 的 重 数 )， 所 以 选项 B 的 矩阵 不 可 相似 对 角 化 . 
因此 本 题 选 B. 

0 0 1 

a 1 2 

1 0 0 


0 0 1 
a 1 -6b-l 
1 0 0 


例 6.7.2 设 三 阶 和 矩阵 4 = ,B= 都 与 对 角 和 矩阵 相似 ， 求 参数 














a, 5。 的 值 . 
精 解 ” 通 常 要 确定 两 个 相似 矩阵 A4，B 中 包含 的 参数 ， 是 利用 tr4 =ttB 和 |A|=1B|， 
但 对 于 本 题 这 种 方法 却 失 效 ， 因 此 从 考虑 A，B 相似 对 角 化 人手. 


A 0 -1l 
由 |AE; -4|=|-ac A-l1 -6b =A2(A-1)-(A-1)=(A+1)(A-1)? 知 ,A 有 
-1 0 A 








二 重 特征 值 A =1， 此 时 





i 1 0 -1 
1 . E, | 0 -se 0 09| 所 以 ， 由 4 可 相似 对 角 化 知 
| 0 0 0 
r(1 .五 ; -4) SR ea Ee 
Pe a+b=0. By 
由 于 用 -5-1 代替 A 中 元 素 5，A4 就 变 成 妃 ， 所 以 由 BB 可 相似 对 角 化 得 
at+(-b-1)=0, 即 a-b=1. 3 
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由 式 (1) 、 式 (2) 得 c= 二 ,0= -六 


-2 0 0 -1 0 0 
2 x 2|,B=| 0 2 0| 相 似 . 


3 1 1 0 0 y 


例 6.7.3 已 知 矩 阵 4 = 





(1) 求 x, y 的 值 ; 

(2) 求 可 逆 矩 阵 己 ， 使 得 已- 4P =B. 

精 解 (1) 由 A4 ~B 知 4 与 B 有 相同 的 特征 值 及 相同 的 迹 ， 由 此 算出 x 与 y 的 值 . 显 
然 , B 有 特征 值 A= -1，2，y， 此 外 由 
和 +2 0 0 
-2 A-x -2 
-3 -1 A-l 
知 4 有 一 个 特征 值 A = -2， 所 以 由 4 与 如 有 相同 特征 值 知 y = -2. 

由 trh =trB， 即 -2+x+1l= -1+2+7y 得 x=2+y=2-2=0. 

(2) 将 x=0 代 入 4 得 




















-2 
A-—1 


=0 





A—x 
1AE; -4 | = -+2)| | 














为 计算 P， 先 计算 4 的 特征 值 与 特征 向 量 
由 B 有 特征 值 为 -1,，2，-2 得 的 特征 值 A= -1, 2，-2. 
设 A 的 对 应 和 = -1 的 特征 向 量 为 x = (xi，x;，x3) ， 则 x 满足 








1 0 Ofaa 
(Es-A)x=0, 即 | -2 -1 -2|x%,|=0. (1) 
23 = 


LE 1 0 0 
-2 -1 -2 和 5 本 的 0 -1 -2 ,0 1 2| 所 以 式 (1) 与 方程 组 
-1 -2 





x +2x3 =0 


同 解 ， 从 而 式 (1) 有 基础 解 系 (0，-2, 1)'. 











4 0 0 | 入 
(2 .E;-A)y=0，,， 即 攻 2 中 =0. (2 
-3 -1 1/\y, 
4 0 0 0 1 0 0 1 0 0 10 0 
由 于 | -2 2 | 人 -1 1 -1 4 1 -+ 二 1 上 
-3 -1 -3 -1 1 0 -1 1 00 0 











_， 同 解 ， 从 而 式 (2) 有 基础 解 系 [0，1，1) 


Ny 一 %3 一 


以 式 (2) 与 方程 组 | 
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设 4 的 对 应 入 = -2 的 特征 向 量 为 z= (zi ,2 ，3) ， 则 满足 








0 0 0 \{?1 
( -2 -4)z=0, 即 |-2 -2 -2|z, |=0. (3 ) 
-3 -1 -3 人 > 
0 0 Oaramg /| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
等 行 变 、 
由 于 | -2 -2 rd 1 1 一 一 |1 1 1 一 一 |1 0 1|, 所 以 式 
-3 -1 =3 -3 -1 -3 0 2 0 0 1 0 
x +xa =0 
(3) 5 方 各 组 | “局 解 ， 从 而 式 (3) 有 基础 解 系 01，0，- D 
MX2 = 





于 是 4 有 特征 向 量 é&1 = (0，-2, 1)', é&,=(0, 1, 1)', é&3=(1, 0，-1)'， 它 们 分 
别 对 应 特征 值 -1，2，-2， 所 以 ， 所 求 的 


0 0 1 一 1 
et | 1 中 | 2 | 
1 1 -1 一 2 


它们 满足 P-!A4P =A=B. 





3 2 辣 2 
例 6.7.4 设 矩 阵 4=| - -1 天 |， 问 当天 为 何 值 时 ，4 与 对 角 和 矩阵 相似 ， 即 存在 
4 2 -3 








可 道 和 矩阵 了 ,使 得 P-14P =A( 对 角 算 阵 )? 并 目 求 P 及 A. 
精 解 ”由 于 tr4 与 1 4 1 中 都 不 含 上 ， 所 以 应 从 计算 4 的 特征 值 和 人 手 ， 如 有 二 重 的 ， 则 
其 对 应 的 特征 矩阵 秩 应 为 1， 由 此 确定 的 值 ， 而 P 和 A 则 可 按 常用 方法 计算 . 


A=1] =2 2 
0 人 二 1 一 无 





由 于 | APE; -41 = kk A+l -kk|= 








= 0 A+l -kl=CA-1)(A+1)?, (1) 











所 以 , A 有 二 重 特征 值 A= -1， 显然， 由 

















= 二 E2 沟 0 0 0 
知 ， 当 且 仅 当 k=0 时 , r( -EE-A)= 3 - 2  ”， 即 当 且 仅 当 =0 时 4 可 相似 对 
(4 的 阶 数 ) (A = -1 的 重 数 ) 
角 化 . 
3 ep) 
当 大 =0 时 ， 人 = 0 |, 由 式 (1) 知 ， 它 有 特征 值 A=1，-1( 二 重 ). 
4 2 -3 





设 对 应 入 =1 的 特征 向 量 为 x = (xi，x2，x3) ， 则 x 满足 
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-2 -2 2)/x 
(E; -4)z =0， 即 0 2 0|wxw,|=0. 
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(2) 


_2 -2 2 i 1 1 -1 1 0 -1 

初等 行 变 lg 

由 于 | 0 ,ee 0 2 0 lo0o1 0 0 1 0| 所 以 式 
-4 -2 0 20 00 0 0 0 0 








= 人 (0， 








02) 与 方 和 组 | 同 解 ， 其 基础 解 系 为 & =(1, 0，1)7( 即 4 的 对 应 特征 值 A =1 
NX = 


=0 
的 特征 向 量 ). 
设 对 应 入 -= -1 的 特征 癌 量 为 y= (yl ，)2， 73 )  ， 则 y 满足 








-4 -2 2Nfy 
( -Es-A)y=0， 即 0 0 01y|=0, 或 27 +ys-y3=0， 


= 六 1 二 2 2 





)3 





其 基础 解 系 为 = (1，-2, 0)" 和 名 = (0，1，1)7( 即 4 的 对 应 特征 值 A = -1 的 特征 向 





量 ). 
1 1 0 1 
于 是 所 求 的 P=(é&, &,, é&) | -2 1 (可 道 和 矩阵 ) 及 A = -1 | 
1 01 =1] 





例 6.7.5 设 3 阶 和 矩阵 A 满足 haQ,=ia,(i=1, 2, 3), 其 中 , @ = (1, 2, 2)"， 


(2; 2 1)", Q3 = 人 2 =|; 2 3 求 4. 


QQ = 


精 解 ” 由 题 设 A 有 三 个 不 同 的 特征 值 ， 知 4 可 相似 对 角 化 ， 因 此 只 要 找到 满足 P-'4P 





=A 的 P 与 4， 即 可 得 到 A. 
由 于 4 有 特征 值 1, 2，3， 且 wm ，@;，@ 为 对 应 的 特征 向 量 ， 所 以 记 





1 2 -2 
P=(@,;@; 3)=|2 -2 -1| (可 逆 和 矩阵) 
2 1 2 








1 1 
时 ， | 2 | 即 A=P 2 六 
3 3 








1 2 TD DY | 2 -2; 1 00 
l | 初等 行 变 
由 于 (Pi1E)=|2 -2 =1i0 1 Oromia “Io -6 3 | -2 1 0 全 

2 1 2i0 01 0 -3 6:-201 

， 1 1 

1 2 -2 0 0 | 0 

1: 1 1 1: 1 1 

. r= le 7% | 

0 6i22 voi gi i 
a 
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加 
1 1 1 2 2 
i 让 
1: 1 1 2 2 1 
Te ph 
2 1 2 2 1 2 
TE rg ?YY VY yy 
1 二 之 
9 9 5 2 
Te II 
所 以 , P-! = er 
0 
9 9 5 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 
2 -2)/1 1 2 2 
4=|2 -2 -1 2 - 记 2 =2 
2 1 2 3 = 
1 
1 4 -6\/ 1 22 21 0 -6 
9, | 0 -| 
2 2 6 人 -2 -1 2 -6 -6 18) | 2 2 ， 
3 3 


实 对 称 和 矩阵 正 交 相似 对 角 化 


【主要 内 容 】 


1. 实 对 称 和 矩阵 的 定义 与 性 质 

设 4 是 对 称 矩 阵 ( 即 47 =4) ， 且 每 个 元 素 都 是 实数 ， 则 称 4 为 实 对 称 和 矩阵 . 

设 A 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ， 则 有 以 下 性 质 .: 

(1) 4 的 nn 个 特征 值 都 为 实数 . 

(2) 4 的 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 量 不 仅 线性 无 关 ， 而 且 两 两 正 交 

(3) 4 不 仅 可 以 相似 对 角 化 ， 而 且 还 可 以 正 交 相似 对 角 化 ， 即 可 以 找到 正 交 和 矩阵 
A 














A 
得 Q-140 =A= - (其 中 入 ，A,，…， 和, 是 4 的 nn 个 特征 值 ). 





2， 


(2) 


使 
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d 
(4) 4 不 仅 可 以 合同 对 角 化 ， 即 可 以 找到 可 逆 和 矩 阵 了， 使 得 PTAP =A = ee ， 而 


且 可 以 正 交 合同 对 角 化 ， 即 可 以 找到 正 交 矩阵 Q， 使 得 O740 =A. 

2. 实 对 称 和 矩阵 特征 向 量 的 计算 方法 

实 对 称 和 矩阵 的 特征 向 量 可 以 按 通常 方法 计算 ， 但 利用 * 实 对 称 和 矩阵 对 应 不 同 特征 值 的 特 
征 向 量 两 两 正 交 ”这 一 性 质 ， 有 时 可 较 快 地 算出 所 有 特征 向 量 ， 现 举例 说 明 
设 三 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 =1,， 2( 二 重 ), a =(1，-2, 1)? 是 对 应 特征 值 A=1 的 特 
征 向 量 ， 则 对 应 特征 值 A =2 的 特征 向 量 x = (xi ， 迪 ,中 ) 与 w 正 交 ， 从 而 有 

(a, x) =0， 即 x; -2x +x3 =0. 

该 方程 的 基础 解 系 为 (2，1，0)7，( -1，0，1)7， 所 以 对 应 特征 值 》 = 2 的 所 有 特征 向 量 为 
cl(2，1, 0)7+co(-1,， 0，1)7( 其 中 cy ，e 是 任意 不 全 为 零 的 常数 ). 

3. 实 对 称 和 矩阵 正 交 相似 对 角 化 或 正 交合 同 对 角 化 时 ， 正 交 和 矩阵 的 计算 方法 

设 4 是 n 阶 实 对 称 矩 阵 ， 将 它 正 交 相似 对 角 化 或 正 交 合同 对 角 化 时 ,满足 0-14Q = 
074Q = 4( 对 角 矩 阵 ) 的 正 交 和 矩阵 2 可 按 以 下 步 又 计算 

(1) 计算 4 的 所 有 特征 值 A ，A，;，…，A, 及 它们 对 应 的 特征 向 量 w ，。 ，.…，a ; 






































(2) 将 ai ， QQ ， ”9 Ge 正 交 单位 化 得 si ， 22， ”9 En; 
Ai 
三 > A, 
(3) 写 出 Q=(a, 6 …, 5),， A= 
A, 
【上 典型 例题 】 
1 1 11 4 .000 
1 1 11 0 0 0 0 
. 8. 项 选择 题 ) 设 4 = = 则 A EE | 
例 6. 8.1 (单项 选择 题 ) 设 A sy ji ee 0 则 4 与 B( ) 
1 1 11 0 0 0 0 
A. 合同 且 相 似 B. 合同 但 不 相似 
C. 相似 但 不 合同 D. 不 合同 也 不 相似 
精 解 ”从 计算 4 的 特征 值 人 手 . 
A-1 -1 -1 -1 
= = el Si 
由 |AE_A|= . _ (A -4) 和 1 知 ,4 有 特征 值 A=4,0( 三 
= .AY i 
= 





重 )， 由 于 4 是 实 对 称 和 矩阵 ， 所 以 存在 正 交 矩阵 @， 使 得 
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0O-I40 =0'4A0 = =B. 


从 而 4 与 B 相似 有 旦 合同 . 
因此 本 题 选 A. 
例 6.8.2 设 4 是 三 阶 实 对 称 矩 阵 ， 其 特征 值 为 1, 2, 3, 且 @ =(-1，-1, 1) 和 
mo =(1，-2，-1)7 分 别 是 4 的 对 应 特征 值 1，2 的 特征 向 量 . 试 将 4 正 交 相似 对 角 化 ， 
1 








即 求 三 阶 正 交 和 矩阵 Q， 使 得 Q-140Q = 








3 
精 解 ” 设 对 应 特征 值 3 的 特征 向 量 为 x = (xi，x，，x3) "， 则 由 x 与 @l，@ 都 正 交 知 x 
(x, @1) =0， 一 %1 一 %2 十 
(x, @;) =0， | 
应 特征 值 3 的 特征 向 量 , 记 作 @ =(1, 0, 1). 
oa ，Q,，Q@s 两 两 正 交 ， 现 将 它们 单位 化 得 








和 三 0; 
3 “ 它 的 基础 解 系 为 (1, 0，1)7， 从 而 是 4 的 对 


X1 一 2x2 —X3 =0， 


满足 方程 组 | 






































a (1 1 
"17 Ta TE 
ew /1 2 | 
7 Te J 6 6) 
0 1 0 中 
To 
所 以 将 A 正 交 相似 对 角 化 的 正 交 和 矩阵 
_1 1 1 
3 Ww 
1 2 
Q=(el, £, 6&3)= -万 “ 0 | 
1 1 1 
3 





例 6.8.3 设 三 阶 实 对 称 矩 阵 4 的 特征 值 为 -1，1( 二 重 ) ， 且 所 =(0，1，1) 是 对 应 
特征 值 A = -1 的 特征 向 量 ， 求 4. 











-1 
精 解 ”由 4 是 实 对 称 矩 阵 可 知 ， 存 在 正 交 矩阵 CQ， 使 得 2- 40 = | 1 | 因此 
1 








从 计算 O 和 入手， 为 此 先 计算 4 的 对 应 特征 值 A =1 的 特征 向 量 . 
设 对 应 特征 值 A =1 的 特征 向 量 为 x = (xi，x2，x3)'， 则 x 满足 
(x, &1) =0， 即 X2 + Xa =0. 
该 方程 有 基础 解 系 (1, 0, 0)7，(0,，1，-1)7， 它 们 都 是 对 应 特征 值 A =1 的 线性 无 关 的 特 
征 向 量 ， 记 志 =(1, 0,，0)7, é&;=(0, 1,， -1).. 
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1 ，é,，é&3 是 两 两 正 交 的 向 量 组 ， 现 将 它们 单位 化 ; 
5 人 
由 
区 这 人 0 0 
63 1 1Y 
= Te -lo | 
0 1 0 
1 oo 1 
记 Q=(al, €)， 23 ) = AD 2 ( 正 交 和 矩阵 ) ， 则 
工 0 _l 
2 2 
=1 
oo 1 
1 
=1 =1 
从 而 4 =O 1 je 1 . 
1 1 
0 1 0 i 
时 入 | | 2 从 
=| 2 1 1 0 0 
工 0 _l 1Jo 1 _l 
VD V2 2 
0 1 Wf 二 下 
-由 2 2 : 0 1 
=| 2 ll 0 0|=I0 0 -1| 
i 0 -1 0 
V2 V2 2 
0 -1 4 
例 6.8.4 设 三 阶 实 对 称 和 矩阵 4=| -1 3 | at ote EA 
4 a 0 





其 中 ， 2 的 第 1 列 为 (1， 2，1)7， 求 常数 ec，Q@Q 及 对 角 和 矩阵 A. 


精 解 ” 从 * 实 对 称 和 矩阵 正 交合 同 对 角 化 ， 即 为 正 交 相 似 对 角 化 "人 入手. 
由 于 @ 使 4 正 交 合同 对 角 化 ， 即 能 使 4 正 交 相 似 对 角 化 ， 因此 闸 =-(1， 2 1)7 是 4 








的 一 个 特征 向 量 ， 记 它 对 应 的 特征 值 为 A ， 则 
(AE; -A)é =0. 





将 4, 代入 得 


>2016 考 研 数学 (二 ) 典型 题 660 





解 此 方程 组 得 和 =2, a= -1. 
将 a= -1 代入 4 得 





0 -1 4 
A=|-l 3 -1 
4 -1 0 


设 4 的 另外 两 个 特征 值 为 A,，A3， 则 
2 +A, +A3 =3, A, +A3 =1, 
A | 
解 此 方程 组 得 A, =5,，A3 = -4. 
设 4 的 对 应 于 特征 值 AM =5 的 特征 癌 量 为 x= (xi，xs，%3)'， 则 x 满足 方程 组 

















3 1 -42%1 
(5E; -4)z=0， 即 1 2 | x; |=0. (1) 
-4 1 5S/\x; 
5 1 -4 Re 1 2 1 1 2 1 
由 于 | 1 2 | 5 1 -一 -9 | 
-4 1 5 -4 1 5 0 9 9 
1 2 1 1 0 
0 1 Th | 
0 0 0 0 0 


=0， 
同 解 ， 从 而 方程 组 (1) 有 基础 解 系 (1，-1，1)7， 


Wy 十 %a SO 


所 以 方程 组 (1 ) 与 方程 组 





1 
1 
0 
” 十 Xo 





它 即 为 4 的 对 应 于 特征 值 和 A, =5 的 特征 向 量 ， 记 为 多 =(1，-1，1)7 
设 4 的 对 应 于 特征 值 A3 = -4 的 特征 向 量 为 ?= (yy ，y,，%y3) ， 则 由 它 分 别 与 &1， 
正 交 得 








es =0， 即 | 》2 =0,， 
y1 -yi +y3=0. 7y1 +y3=0. 
该 方程 组 有 基础 解 系 (1,， 0，- 1)7， 它 即 为 4 的 对 应 于 特征 值 My = -4 的 特征 向 量 ， 记 为 
sl 0; De 
1， ,3 两 两 正 交 ， 现 在 将 它们 单位 化 得 


























-人 和 
人 
| -上 | 
”|| B33 BB) 
sa 这 站 -志恒 
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283 
lL 1 1 
6 B33 a 
因此 Q= (el, 8;, 3) = 0 |, A= 3 
1 1 1 
6 3 


例 6.8.5 设 A4,B 都 为 n 阶 和 矩阵 . 
(1) 如 果 A4，B 相似 ， 证明: 4 ，B 的 特征 多 项 式 相 等 ，; 
(2) 当 A，B 都 为 实 对 称 和 矩阵 时 ， 证明: (1) 的 逆 命 题 也 成 立 . 
精 解 (1) 用 特征 多 项 式 定 义 证 明 . 
由 于 4 ~B， 所 以 存在 n 阶 可 首 算 了 泗 了 ,使 得 P71AP =B， 于 是 
4 的 特征 多 项 式 = |AE, -4| = |PI(AE,-A)P|=|AE,-P-!AP| 
= |AE, -B| =B 的 特征 多 项 式 . 
(2) 设 n 阶 矩阵 A，B 的 特征 多 项 式 相 等 ， 则 4，B 的 特征 值 相同 ， 记 它们 的 特征 值 为 
人 1 ， A,， 7 A,, 
由 于 4,，B 都 是 实 对 称 和 矩阵 ， 所 以 存在 可 首 和 矩 阵 P| 和 P,， 使 得 
A A 




















Pi!'AP,| = , P71BP, = 


入 ， A 
于 是 有 P71AP| =Py!'BP,， 即 (P,Pi7')A(PiP7!')=B, 或 
(PIP;!) -IA(PP;'!) =B. 
由 于 PjP7! 是 可 逆 和 矩阵 ， 所 以 4 ~B. 


n 


二 次 型 化 标准 形 


} 改 

【主要 内 容 】 

1. 二 次 型 的 定义 及 其 矩阵 表示 

称 n 个 变量 NX1, X22, "NX, 的 二 次 齐 次 函数 

fx1, Ky, ,Xi,) = ai121 十 2G12%1%2 二 013M1%3 二 十 201 XI 十 

a2222 十 2a23X2%3 ee + Da Xo Xn hn + ni (1) 

(其 中 ，a; 是 实 系数 ， i, j=1，2，…, nn) 为 n 元 二 次 型 

记 oz =ay(i, 7=1，2,，…,， nn, i<j) ， 则 式 (1) 可 以 表示 为 

fx1, Ky, Ki) = XT 二 Qi2X1X2 十 Q13X123 十 … + LXIX, + 


4 
C21X2X1 十 Q22%X7 + Q23X2X3 站 + Qo NaN, 二 23 


Qn1XnX1 + Un2XnX2 + Qn3XnX3 eb UnnXn* 
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记 4=| ” 了 “区 |[ 杯 为 二 次 型 (1) 的 矩阵 ， 它 是 实 对 称 矩阵 ， 称 它 的 秩 (4 ) 为 二 


Unl Qn2 机 Cnn 


次 型 (1 ) 的 秩 )，x = (xi，%2，…，%;)'， 则 二 次 型 (1) 有 以 下 的 矩阵 表示 形式 : 
xi Ka, 7 ) =x Ax. 

2. 二 次 型 化 标准 形 的 方法 

如 果 二 次 型 中 只 含有 变量 的 平方 项 ( 即 它 的 矩阵 是 对 角 和 抢 阵 ) ， 则 称 这 种 二 次 型 为 标 
准 形 . 

设 二 次 型 f(xj ，x,，…，x,) =x'Ax (其 中 ,A 是 nn 阶 实 对 称 矩 阵 ,，x = (xl ，w%， 
x )，) ， 则 它 有 以 下 两 种 化 标准 形 的 方法 : 

(1) 可 逆 线 性 变换 法 (也 称 配方 法 ) 

di 


d 
由 于 对 实 对 称 和 矩阵 4， 存 在 可 道 和 矩阵 C， 使 得 CYAC =4 = : 网 ， 所 以 令 


X=Cy( 可 道 线性 变换 ， 其 中 ,y= (yy;,，…,， 7,)')， 则 
fx1, Xo, an =y'(C'AC)y =d1y1 + d,y2 十 + dya( 标 准 形 ). 
上 述 的 可 逆 和 矩阵 可 由 二 次 型 Kx ，x,，…，%, ) 经 配方 得 到 ， 具 体 步 又 如 下 .: 
(1) 如 果 扩 x1， 吉 ，…，zx。) 中 合 有 变量 (不 妨 设 为 «1 ) 的 平方 项 ， 则 将 合 «1 的 项 集 
中 起 来 ， 将 它们 配 成 平方 项 ， 然 后 用 同样 的 方法 对 其 余 变量 进行 配方 ， 直 到 将 f(xi ，%， 
，%, ) 配 成 平方 和 的 形式 ， 即 fx，%2，…，%) = 四 + +… +dy%， 由 此 根据 x， 
x 到， 之 间 的 可 道 线性 变换 x = Cy 可 确定 可 逆 和 矩阵 C. 
(下 ) 如 果 /(xi，xs，…，x) 中 不 含有 各 个 变量 的 平方 项 ， 则 必 有 某 个 乘积 项 的 系数 不 
为 零 ， 如 a; 关 0， 此 时 可 先 作 变量 代 换 


Xi = Zi +2), 

















Nj =Z; — 2), (k=1, 2, …, n, 但 zi 有 目 # 站 . 
XE = 2 
使 Kx xj， 和) =g(21 2， 二)， 而 g(z 有，…，2) 中 出 现 变量 的 平方 项 ， 然 
后 按 ( i ) 中 所 述 的 方法 令 z=Ciy( 其 中 ,z=( 引 1 纪 ，…, z) ) 将 g(z1， 纪 ，…，z) 化 为 
标准 形 @j 放 +e 六 +… +e 刀 ， 复合 上 述 两 个 可 逆 线 性 变换 得 x = Cy ， 由 此 确定 可 逆 矩 阵 C. 
(2) 正 交 变 换 法 


A 
和 A 
由 于 对 实 对 称 矩 阵 4， 存 在 正 交 和 矩阵 2， 使 得 074Q = ”。 【其 中 心 , 各， 
An 
”9 和， 是 4 的 nn 个 特征 值 )， 所 以 令 x =Qy( 正 交 变 换 ， 其 中 y= (yi， Yo y,)' ), 则 
f(x1, XI2，“” , Xn ) =y'(Q'AQ)y =A1y1 + A a + A 
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3. 矩阵 合同 

(1) 矩阵 合同 的 概念 

设 4, 都 是 n 阶 矩 阵 ， 如 果 存 在 可 道 矩 阵 C， 使 得 CYAC =B， 则 称 4 与 B 合同 , 记 
为 A4=B. 

n 阶 实 对 称 和 矩阵 4 必 与 某 个 n 阶 对 角 和 矩阵 合同 ， 即 A 可 合同 对 角 化 

设 4, B,C 都 是 n 阶 和 矩阵 ， 则 

(1)A4=A. 

(二 ) 设 4=B, 则 BA 

(下 ) 设 A4=B, B~=C, 则 A=C. 

(v) 设 A4~=B, 则 41~B',，AA 二 AB(A 是 常数 ). 

(V) 设 A4~=B, 则 A 与 B 同 为 可 逆 或 不 可 逆 

(Vi) 设 A4~=B， 则 当 A 可 道 时 , 4-'~B-', A* ~B*. 

(如 ) 设 A4=B, 则 AB， 从 而 (4) =r(B). 

注 ( i ) 矩阵 等 价 、 相 似 与 合同 之 间 有 以 下 的 关系 : 

设 4, B 都 是 n 阶 矩 阵 ， 则 











SN 


实 对 称 和 抢 阵 等 价 、 相 似 与 合同 之 间 有 以 下 的 关系 : 
设 A,B 都 是 n 阶 实 对 称 矩 阵 ， 则 


4 一 一 有 A~—B 


Va 
(2) 实 对 称 矩 阵 合 同 对 角 化 方法 


要 将 nn 阶 实 对称 和 矩阵 4 合同 对 角 化 ， 实 质 是 寻找 可 道 和 矩阵 C 和 对 角 和 矩 阵 A4， 使 得 
CTAC =A, C 和 A 可 按 以 下 步骤 计算 . 














Ct) 构造 nn 元 二 次 型 f(x ， Ns ) =x'Ax( 其中， Ww x,) ' ); 
(站) 用 配方 法 将 f(xj，x,，…，%, ) 化 为 标准 形 dyf +dy2 +…+dimm， 由 x 与 y= 
(1 ，…，Y,)' 之 间 的 可 道 线 性 变换 x = Cy 得 可 道 和 矩阵 C 及 对 角 和 矩阵 4 
di 
do 
d, 
【典型 例题 】 


例 6.9.1 已 知 二 次 型 f(xj，x,，x;) =5x? + 5x3 + CX3 一 2x1x， +6x1x3 一 6x,x3 的 秩 为 2， 
求 常数 c， 并 用 正 交 变换 将 其 化 为 标准 形 . 
精 解 /的 秩 即 为 的 矩阵 4 的 秩 ， 所 以 先 写 出 4 并 对 它 施行 初等 行 变 换 . 
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5 -1 3 a —1 5 -3 
四 等 行 变 
A=|-1l 5 车 下 同 ) 5 -1 3 | 一 一 
3 -3 C 3 -3 C 
-1 5 -3 -1 5 -3 -1 3 -3 
0 24 -12 0 2 -1 | 一 0 2 -1|， 
0 12 c-9 0 12 c-9 0 0 c-3 


所 以 由 r(4) =2, 得 c=3. 
为 求 正 交 变换 zx = @y( 其 中 x 二 (Xi1， X2 ， 二 ) ， 六 二 (yi1, 》2， y3)) 5 先 求 出 0 的 村 征 
值 与 对 应 的 特征 向 量 ， 然 后 将 特征 向 量 正 交 单位 化 即 可 . 


mm 














A-5 1 -3 A-4 A-4 0 
由 |AE3-A4|=| 1 A-5 3 |=| 1 A-5 3 
-3 3 A-3 -3 3 A-3 
1 1 
=(A-4)| 1 A-5 3 
-3 3 A-3 
1 0 
=(A-4)|I0 A-6 3 |=A(A-4)(A-9) 
6 A-3 





得 4 的 特征 值 为 A =0, 4, 9. 
设 对 应 和 =0 的 特征 向 量 为 a = (aj，a;，a3) '， 则 @ 满足 方程 组 
一 9 1 -321 








(0 .E33-A)a=0， 即 1 -5 3la,|=0. (1) 
-3 3 -3/\a, 
-5 1 -3 0 1 -5 3 1 -5 3 
由 于 | 1 -5 1 -3 -一 |0 -24 12 一 一 

-3 3 -3 -3 3 -3 0 -12 6 

1 -5 3 1 1 0 

0 2 -1 一 |0 2 -1|, 

0 0 0 00 0 





NX] + =0， 
所 以 ,方程 组 (1) 与 方程 组 | 同 解 ， 因 此 方程 组 (1) 有 基础 解 系 ( 1，1， 


% Ws =0 





2)7, 记 & =(-1，1，2)7， 它 即 为 4 的 对 应 入 =0 的 特征 向 量 . 
设 对 应 和 =4 的 特征 向 量 为 B= (5 ，5b,，b3)"， 则 B 满足 方程 组 
-1 1 -3Nfoi 








(4E; -A)B =0， 即 1 -1 3 | 六 |=0. (2) 
=3 3 1/\6; 
| 1 二 总 = 1 3 -1 1 0 
初等 行 变换 ee 
由 于 | 1 -1 Sp 0 0 0 一 一 | 0 0 0|, 所 以 式 (2) 有 基础 解 系 
-3 3 1 0 0 1 0 0 1 
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(1, 1, 0)", 记名 =(1，1, 0)", 它 即 为 4 的 对 应 特征 值 A =4 的 特征 向 量 . 
设 对 应 入 =9 的 特征 向 量 为 y= (cl ， cs，c3) ， 则 由 Yy 与 名 和 名 都 正 交 有 
(¥, &1) =0， 上 -C1 +c +2c3=0, 或 | c +c3 =0， 
(y, &,) =0， cl 十 Co =0， c1 tC» =0, 
它 有 基础 解 系 ( -1，1，-1) ， 记 名 =(-1,，1，-1) 7 ， 它 即 为 4 的 对 应 特征 值 A =9 的 
特征 向 量 . 
1 ，é，，é3 两 两 正 交 ， 现 将 它们 单位 化 : 












































é, 1 1 2 
el 0" ve | 
2 ew 1 1 o) 
名 | 
Sel (a ls 
人 
EE 
Xl 》1 
则 Q=(8, 6, 83) = es 局 ( 正 交 佐 阵 ) ， 于 是 正 交 变换 ‘|= | 将 二 次 型 
2 1 3 )3 
5 ” 








f(x1, %>, Xa) =Sx1 + Sw? + 3x3 — 2x1X + OX1X3 — OX NX3 化 为 标准 形 47y3 + 9y3， 即 ACxi ，x2 ， 
=Qy 

一 一 一 4)2 +9%3. 
例 6. 9.2 用 配方 法 将 二 次 型 f(x ， XI ， X3 ) = 2X1MX2 十 2X1MX3 十 2XDMX3 化 为 标准 形 ， 并 求 


出 对 应 的 变量 之 间 的 可 道 线性 变换 . 
精 解 ”由 于 所 给 二 次 型 中 只 出 现 变量 的 乘积 项 ， 不 出 现 平方 项 ， 所 以 需要 作 变 量 之 间 的 


可 逆 线 性 变换 : 





2X3 ) 


XI1 =21 十 22， X1 1 1 0131 
x =21 —z2 ,Bx |=|1 -1 012 |， (1) 
XN3 二 23 ， 3 0 0 1 23 


则 
flxi, Ks, Xa3) =2(27 —2) +2(z123 +2223) +2(2123 —2223) 
=2z1 一 2z2 十 4z123 
=2(z +22123 + 她 ) -222 一 2 和 
=2(z] +23)” —227 —223. 


y= +3, |=) 一 y3， 
令 1j = 加 , 即 12 = 力 ， 或 
VE 23， 3 7y3 
1 0 -1\7 
2 |=|0 1 0 || y2> |， (2) 
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则 f(xi ,x ，23 ) =271 一 272 -2y3( 标 准 形 ). 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 xi ，x,，%3 与 和 ,入 ,和 之 间 的 可 逆 线 性 变换 为 


wy 1100 -NA 1 -Do 
|=|1 -10lo1 0lyl=1 -1 -1 |， 
0 01N0 ily) NO 0 1/\y, 


3 


< 


EE 


XI =Y1 1+) 一 3， 
即 % YT) 一 )3， 
X= 73， 
例 6.9.3 设 二 次 型 f(xi，x,，x3) =xf +X3 +X3 +2ax1x， +26xx3 +2x1xs 经 正 交 变换 
x=Qy(x=(x1，%9，%3) ,y=(y1，Y2，Y3) ) 后 化 成 标准 形 为 /=y2 +2y3， 求 常数 a,B 及 


正 交 和 矩阵 0. 
精 解 ”由 于 了 (x, ，x,，%s ) 经 正 交 变 换 后 化 为 标准 形 f=y3 +2y3， 所 以 (xi ，xz ，23 ) 的 
































和 矩阵 
1 a 1 0 
| 1 BI~ 1 | 
1 8 1 2 
由 此 可 知 4 有 特征 值 0，1，2， 于 是 有 
1 a 1 
a 1 B,=0, 
J 即 1 8 1 (1) 
|1.E;-A|=0, 0 -a -1 
三 禹 0 =B8B=0, 
-1 -8 0 
1 a 1 
由 于 la 1 B=1+aB+o8-1-o -P=-(a-pB)’, 
1 8 1 
0 -a -1l 
-a 0 -B= -o-oo8= -2oa8， 
-1 -6 0 
将 它们 代入 式 (1) 得 
B) ”=0， 
1 0 1 
解 此 方程 组 得 a =B6 =0. 于 是 4=|0 1 | 
1 0 1 
设 对 应 于 特征 值 和 A =0 的 特征 向 量 为 w= (oj，w，o) ， 则 a 满足 方程 组 





-1 0 -1 
(0:E-A)a=0, 即 0 -1 0 =0. 
-1 0 -1 
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显然 ， 它 有 基础 解 系 (1, 0，-1)7, 记 纪 =(1, 0，-1)7, 它 是 4 的 对 应 于 特征 值 和 A =0 
的 特征 向 量 . 
设 对 应 于 特征 值 A =1 的 特征 向 量 为 B= (5b; ，5;，b3) ， 则 BB 满足 方程 组 

















0 0 -1\/% 
(1.E;-A)B=0,， 即 0 0 0|1 0 |=0. 
-1 0 0 八 记 
显然 , 它 有 基础 解 系 (0，1,， 0)7, 记忆 =(0, 1, 0)7,， 它 是 4 的 对 应 于 特征 值 =1 的 特征 向 量 . 
设 对 应 于 特征 值 A =2 的 特征 向 量 为 y= (cl，c ，c )7， 则 7y 满足 方程 组 


























1 0 -1\/a 
(2 .3 -4)7=0， 即 0 1 0 lc, |=0. 
-1 0 1 


C3 








显然 ， 它 有 基础 解 系 (1, 0，1)7, 记 é&=(1, 0，1)7， 它 是 4 的 对 应 于 特征 值 A =2 的 特 
征 向 量 . 


2 ? < ， 63 两 两 正 交 ， 现 将 它们 单位 化 : 


$1 1 1Y 
Eh =| 万; 0，- 王 | ， 
8T [Go - 贡 





























志 
m= Te T= 0 1, 0) 
6 中 
€2 = 三 | 二, | 
: 6 2 V2 
1 0 工 
2 2 
于 是 所 求 的 正 交 和 矩阵 O=(sl, se, si)=| 0 1 0. 
1 1 
Pe We 0 Pc 
2 2 
例 6.9.4 设 实 对 称 和 矩阵 
0 10 0 
1 0 0 0 
4 = 
0 0 y 1 
001 2 


(1) 已 知 4 的 一 个 特征 值 为 3， 求 实数 y; 
(2) 求 可 道 矩阵 尸 ， 使 (4P)7(4P) 为 对 角 和 矩阵 . 
精 解 (1) 由 A 有 特征 值 3 可 得 














3 -1 0 0 
-1 3 0 0 3 -1|3- -1 
3E4 -A| =0， 即 | | 
1 
0 0 一 1 1 


所 以 ，y =2. 
(2) 由 (4P)T(4P) = PI42P 知 ， 求 可 道 矩 阵 己 ， 使 (4P)T(4P) 为 对 角 和 天 阵 ， 就 是 求 可 
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逆 和 矩阵 己 ， 使 得 





0 1 0 0\/0 1 0 0 1 0 0 0 
3 1 0 0 0Il1 0 0 0 0 1 0 0 
A“= = 
0 .0 2 1|I0 0 2 1 0 0 5 4 
0 0 1 2A00 1 2 0 0 4 5 
合同 对 角 化 ， 为 此 构造 二 次 型 ， 且 用 配方 法 将 其 化 为 标准 形 : 
f\xi, X2 ，X3， xa ) =x'A2x( 其 中 x= (xi， X2，X%3， x4) 7) 
=x1+43+Sx3 +8x3x4 十 S24 
-5 办 + 半生 
2 
= t+ + du] + 
站 2 9 > 
=71 +)2 +5y3 十 了 04 
1 | 
| )2 
= (71， >，)3， ya4) 5 ? 
)3 
9 
5 /\7Y4 
1 一 %1， VL = Yi 
= X2 ， %7 三 )2， 
其 中 4 即 4 ”所 以 所 求 的 可 逆 和 矩阵 为 
多 二 X3 二 YX4， X3 二 )3 -574， 
》4 二 X4， X4 二 4 
1 
1 
P= 4 |， 
“人 
1 
1 
1 
它 使 (4P)1(AP) = 5 (对 角 和 矩 阵 ). 
2 
5 
二 次 型 化 规范 形 
【主要 内 容 】 


1. 规范 形 的 概念 
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如 果 二 次 型 是 标准 形 ， 且 其 中 系数 只 取 1，-1，0 三 个 数 ， 则 称 这 种 二 次 型 为 规范 形 . 

任意 二 次 型 Kx ，x,，…，X, ) =XZI4x=(Oz 2，…，x)7) 都 可 经 变量 之 间 的 可 道 
线性 变换 化 为 规范 形 ， 而 且 规范 形 是 唯一 的 ， 即 系数 为 1 的 项 数 p( 称 为 正 惯性 指数 ) 与 系数 
为 -1 的 项 数 9( 称 为 负 惯 性 指数 ) 是 由 原 二 次 型 唯一 确定 的 (惯性 定理 ). 
显然 , p +9 =r(4)， 且 p,qg, 7 -pp-0 分 别 为 4 的 正 、 负 、 零 特征 值 的 个 数 ， 

以 下 结论 是 有 用 的 : 

两 个 阶 实 对 称 和 矩阵 A4，B 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 具有 相同 的 特征 值 及 重 数 ; 

两 个 n 阶 实 对 称 和 矩阵 A4，B 合同 的 充分 必要 条 件 是 二 次 型 xTAhx 与 x1Bx( 其 中 ,x = (xi， 
x2，…，%)') 具 有 相同 的 规范 形 . 

2. 二 次 型 化 规范 形 的 方法 

设 二 次 型 f(xi，xs，…，x,) =x1Ax( 其 中 ,x = (xi，x2，…，%,)'，Ah 是 nn 阶 实 对 称 算 
阵 ) ， 可 按 以 下 步骤 将 它 化 为 规范 形 : 

(1) 将 所 sa， xm ，…，%n) 化 为 标准 形 ， 即 

fx1, Wa, ,Ka) = dy + dy2 + + dayn; 


























Vdiy: di>0, 
(2) 令 zz = 1)i, d; =0,(i=1,2,…,n) 将 f(xi ,x 5 =diy1 + dy32 十 + dy 
-diyi,di <0, 
化 为 规范 形 ， 即 
f(x1, Xo, *, X,) =&12 + 627 十 … 二 24 ， 
1, d;>0, 
其 中 ， bh d; =0,(i=1, 2, 1.…, n). 
-1,d, <0， 
【典型 例题 】 





例 6.10.1 (项 交 反 匠 ) 设 二 阶 短 阵 4= |: | 则 与 4 合同 的 矩阵 为 ( 。 ). 


(i ] | 2 3 1 | | 1 
A. B. C. D. 

1 -2 一 1 2 1 2 一 2 1 
精 解 


由 于 xTI4x = 十 4x1X2 + 2 一 (x? 十 4x1X2 +4x3) 一 3x3 
=(xzl +2z) -3x3 =y1 -3( 其 中 ,yi =xzl +2xa，y2 =V3x2 ) ， 
所 以 由 选项 A，B，C 对 应 的 二 次 型 分 别 为 


1 
—2x? + 2%1 N35 一 2x2 = -2 人 一 %1X2 + 开 人 2 = 


2 
-2 人 -了 一 


ba 
器 
一 
1 
= 
1 
iD 一 
中 


2 


3 
2 
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2 -1 1 YY 3 
2 -2 一 2X12X2 +12 有 3=2 -De) + 他， 
2 1 
| 上 =2x1 +2x1X 十 2X3 -2 人 十 %1X2 + 了 + 


2 
-2 人 + + 

知 它们 都 不 可 能 与 x'Ax 具有 相同 的 规范 形 ， 即 选项 A，B，C 都 不 能 选 . 

因此 本 题 选 D. 

例 6. 10.2 设 二 次 型 f(xl, x,, x3)=(1 — a)x? +(1 一 Q) 和 好 +2x3 +2(1 +aw)xix， 的 秩 为 
2， 求 参数 ec， 并 用 可 逆 线 性 变换 xz = Py( 其 中 x= (xi, mi) ， 7=(， 2，%3) ) 将 
f(x ,名 ， 加 ) 化 为 规范 形 (要 求 写 出 矩阵 了). 

精 解 ” 先 根据 f(xl ，x,，%x ) 的 秩 为 2 确定 a 的 值 ， 并 用 配方 法 将 f(x; ，x,，xs ) 化 为 标 
准 形 ， 然 后 化 为 规范 形 及 写 出 P. 

记 f(xi ，xs，%a ) 的 矩阵 为 4， 则 


l-a 1+aw 0 
4=|1+aw l-a 0.. 
0 0 2 


于 是 , 由 放 x ， ,2 ) 的 秩 为 2， 即 r(4) =2 得 |A4|=2[(1-a)?-(1+a)?] =0， 所 
以 ac = 0. 
因此 f(xl, xy, x3) =x? +x? +2X3 +2x1%y = (Xl +%2) + (V2xs ) 
=y1 +y3( 规 范 形 )， 





y] = Xl + Xs XI 二 1 一 2， 1 -1 0 

= 0 0 
其 中 w= mi， 即 人 2， 或 者 x=Py, 其 中 P= 11 
1 了 

y3 = V2x3, %3 = PB 0 0 后 


例 6.10.3 设 二 次 型 f(xj ，x,，x3) =ax? +ax? + (a 一 1)x3 +2xix3 一 2xx3 的 规范 形 为 


2 2 
yi1 十 》y2， 求 a. 








a 0 1 
精 解 ”从 了 的 矩阵 A = |10 a -1 | 有 两 个 正 特征 值 与 一 个 零 特 征 值 和 人 手 计 算 a 
1 -1 a-l 








的 值 . 
由 于 了 的 规范 形 为 yf +y;2， 所 以 4 的 正 惯性 指数 p=2， 负 惯性 指数 g =0. 因此 ,4 的 三 
个 特征 值 中 有 两 个 为 正 ， 一 个 为 零 . 














A-a 0 一 1 A-a A-a 0 
由 |AE;-A|= 0 和 -au 1 |= 0 A-a 1 
-1 1 A-a+tl -1 1 A-a+tl 
1 1 0 1 1 0 
=(A-a) 0 A-a 1 =(A-a)l0 A-a 1 
-1 1 A-at+tl 0 2 A-ar+tl 














ar Wp 
iT 
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=(A-a)[(A-a)(A-a+1)—-2] 
=(A-a)(A-a+2)(A-a-1) 
知 4 有 特 和 


FE 值 c+1，a，a -2( 由 大 到 小 排列 ) ， 这 三 个 特 租 
0， 由 此 得 到 a =2. 


下 值 中 最 小 的 必 为 零 ， 即 a -2 = 
例 6.10.4 设 A 为 n 阶 实 对 称 可 北 短 阵 ，Ay 是 4 =(ay),w 的 行列 式 |4 | 的 元 素 mw 的 
代数 余子 式 (i, j=1, 2， 








…，7) 以 及 二 次 型 
f(xX1 ,X23 ,Xn ) 至 > > 
i=1 7=1 
(1) 记 x= (xi， XI ， 


; Ws 把 f(xi， Ws x, ) 写成 矩阵 形式 ， 并 证 明 二 次 型 
ii，…，2) 的 矩阵 为 4 

(2) 问 二 次 型 g(xi，x ，…，x，) =XTAx 与 f(xI,，%,， 
说 明理 由 . 


,x ) 是 否 有 相同 的 规范 形 ， 





Ey 





41 42 4, 
精 解 (1) 由 fn 
A a i 

和 


[A (4 ) x=x TATA'x 
(由 于 4 是 对 称 和 矩阵 ， 所 以 4 ”也 是 对 称 和 矩阵 ) 
=x'A- x 
及 4 -是 实 对 称 和 矩阵 知 ，AKxi ，x， 


… ,Xi ) 的 矩阵 为 4 一. 
(2) 由 于 (4 -1)T44-1=(47)-1(44-1)=A-1E, =A-!， 即 实 对 称 和 矩阵 A 与 4-! 合 
同 ， 所 以 ， 二 次 型 g(x ，x2，…，%,) 与 A(x1，%2，…，%) 具 有 相同 的 规范 形 . 


正定 二 次 型 与 正定 矩阵 
【主要 内 容 】 


1. 正定 二 次 型 与 正定 矩阵 的 定义 
设 二 次 型 fx ，x,，…，x;) =x'Ax， 其 中 ,4 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ，x = (xi ，%， 
x,). 如 果 对 于 任意 x? = (xY, X0 ， 7 xz0 ) 天 0 ， 都 有 f(x， NX2, 
x ) 为 正定 二 次 型 ， 称 实 对 称 矩 阵 A 为 正定 和 矩阵 . 
2. 二 次 型 为 正定 二 次 型 的 充分 必要 条 件 
设 二 次 型 f(xi， Ny 


Ny 


? 


”， Xn ) >0， 则 称 f(xi， 


Mi) =YL4Y， 其 中 ,4 为 于 阶 实 对 称 和 矩阵 ，x = (xl ，xy， 

x ) ，， 则 了 为 正定 二 次 型 的 充分 必要 条 件 常见 的 有 以 下 5 种 : 

(1) f 的 正 惯性 指数 为 n. 
(2) f 的 和 矩阵 4 的 特征 值 全 都 为 正 值 . 


>» 
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为 ( 


(3) f 的 矩阵 4 合同 于 已. 

(4) j 的 各 阶 顺序 主子 式 全 都 大 于 零 

(5) 存在 n 阶 可 逆 和 矩阵 C， 使 得 f 的 矩阵 A = CTC. 

3. 实 对 称 和 抢 阵 为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 

设 A 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ， 则 A 为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 常见 的 有 以 下 5 种 : 
(1) 二 次 型 f(xI ，xy，…，X,) =x1Ax 是 正定 二 次 型 . 
(2) 4 的 特征 值 都 为 正 值 . 

(3) A4~E, 或 4~B( 正 定 和 矩阵 ). 

(4) 4 的 各 阶 顺 序 主子 式 都 大 于 零 . 

(5) 存在 阶 可 道 矩 阵 C， 使 得 4 = CTC. 

注 正定 矩阵 还 有 以 下 性 质 : 

(i) 当 A,，B 都 为 正定 矩阵 时 ，A +B 为 正定 矩阵 ; 
(十) 当 4 为 正定 和 矩阵， 常数 大 >0 时 ，k4 为 正定 矩阵 ; 
(下 ) 当 4 是 正定 矩阵 时 ,A -是 正定 矩阵 . 

(iv) 当 4 是 正定 矩阵 时 ，4 是 正定 和 矩阵. 








A O 
CVD) 当 4， 人 有 定时，| 0 | 证 
2 








【典型 例题 】 
例 6.11.1( 单 项 选择 题 ) 设 ” 阶 矩阵 4 既是 正 交 和 矩 了 泗 ， 又 是 正定 矩阵 ， 则 4 
A.-E, B.E, C.2E, D. 24 
精 解 ”由 题 设 知 4 是 正 交 且 对 称 和 矩阵 ， 所 以 

E,=A'A =42， 即 (五 ， -4) (五 ， +4) = 0,，. (1) 
由 A 是 正定 矩阵 知 ，-1 不 是 4 的 特征 值 ， 因 此 E, +A 可 逆 ， 从 而 由 式 (1) 得 E, -4 = 

， 即 A=E,. 

因此 本 题 选 B. 


例 6.11.2 设 4 为 三 阶 实 对 称 和 矩阵 ， 旦 满足 4? +24 =03 及 r(4) =2. 
(1) 求 4 的 全 部 特征 值 ; 
人 矩阵 kE +4 为 正定 矩阵 . 
精 解 (1) 设 4 的 特征 值 为 A， 则 由 4? +24 = O03 知 和 A 满足 
A?+2A =0,， 即 A =0，-2. 








此 外 ， 由 4 是 实 对 称 矩 阵 知 ， 它 必 相 似 于 对 角 和 矩阵 A， 于 是 由 r(A) =r(4)=2 知 4= 





-2 
| -2 | 即 4 的 全 部 特征 值 为 -2，-2，0. 
0 





由 于 13; +4 的 全 部 特征 值 为 上 -2, 上 -2, 丰 ， 于 是 当下 >2 时 ， 这 三 个 特征 值 全 大 于 





零 ， 此 时 EE; +4 是 正定 和 矩阵 . 
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例 6.11.3 设 二 次 型 f(xl ,xy，x3) = 入 (xf +X3 二 3) +2xix +2x1x3 一 2x2x3， 问 入 取 何 
值 时 ， f(x ?9 XI 4 x ) 是 正定 的 . 
精 解 f(xi, X%2 ， 23 ) 的 矩阵 为 














它 的 各 阶 顺序 主子 式 为 
， = -1, 14|1=(A-2)(A+1) 2 
1 A 
于 是 当 和 满足 
A>0, 
[ei 即 和 A >2 时 ,f(xi ，x，，%s ) 是 正定 的 . 
(A-2)(A+1)” >0， 
例 6.11.4 设 4 是 mx 矩阵 ,上 且 互 =A 玉 +4I4. 证 明 : 对 任意 正 数 入 ，B 都 是 正定 
矩阵. 
精 解 ” 先 证 明 B 是 实 对 称 矩 阵 ， 然 后 用 定义 证 明 B 是 正定 的 . 
由 于 BT=(AE, +A'4)T=(AE,)T+(A'4)7=AE,+AT'A =B， 所 以 B 是 实 对 称 矩 阵 . 
记 f(xi，xo，…，%。) =X1Bx( 其 中 ,， x = (xi，%2，…，%) )， 则 对 于 任意 xo = (x?， 鸡 ， 
…，20)T 关 0 有 
f(x?, 他， 机 a0 ) =xoBxo =x0 (AE, +A'A)xo 


= T TAT 
=Axoxo +xoA Axo 


>(Axo)T(Axo) (由 xlxo= > (x0)? >0, A>0 知 Axixo >0) 


4 
>0 (由 xo 关 0，A4 可 道 知 Axo 关 0， 从 而 (Axo)'(Axo) >0). 
因此 f(xi，x2，…，%, ) 是 正定 二 次 型 ， 从 而 对 任意 正 数 入 ，B =AE, +A'A 是 正定 的 . 
例 6.11.5 已 知 A4,，B 都 是 n 阶 正定 矩阵， 证 明 : 4B 是 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 
是 4B =BA. 
精 解 ”必要 性 . 设 4B 是 正定 矩阵 ， 则 4B 必 是 实 对 称 和 矩阵 ， 所 以 有 
AB=(4B)'=B'A4T7=BA( 由 A, B 是 正定 和 矩阵 知 A47=A, B=B). 
充分 性 ， 设 AB = BA， 则 与 证 明 必 要 性 同样 可 证 (4B)' =AB， 即 48 是 实 对 称 和 矩阵 ， 由 
于 4,，B 是 正定 第 了 泗 ， 所 以 存在 n 阶 可 道 和 矩阵 R 和 SS， 使 得 
A=R'R, B=S'S. 
于 是 ，( RT) -1(AB)R' =(R') -!'RRS'SR' =RSTSRT = (SR')'(SR'). (1) 
由 于 SR' 是 可 道 矩 阵 ， 所 以 (SRIT)T7(SRT) 是 正定 抢 阵 ， 因 此 由 式 (1) 知 ， 实 对 称 和 矩 阵 4 有 
与 正定 矩阵 (SRI) ICSRI) 相 似 ， 从 而 4 是 正定 矩阵 . 


练习 题 六 


1. 单项 选择 题 
(1) 设 非 齐 次 线性 方程 组 4x =b( 其 中 , 4 是 斌 xz 和 矩阵 ) ， 则 下 列 结论 中 正确 的 是 ( ). 
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A. 若 hx =0 仅 有 零 解 ， 则 4x =b 有 唯一 解 

B. 若 hx =0 有 非 零 解 ， 则 Ax =b 有 无 穷 多 解 
C. 若 hx =b 有 无 穷 多 解 ， 则 Ax =0 仅 有 零 解 
D. 若 4x =b 有 无 穷 多 解 ， 则 Ax =0 有 非 零 解 





Ax!| 十 %2 + A =0， 
(2) 记 齐 次 线性 方程 组 | xi +Ax +%3 =0, 的 系数 德 阵 为 4， 若 存在 三 阶 和 矩阵 妃 夫 0， ， 


XI1 +% +Axs =0 





使 得 4B=0;, 则 (  ). 
A.A=-2 且 |B| =0 B.A=-2 但 |B|=z0 
C.A=1 且 |B| =0 D.A=1 但 |B| 关 0 
2%1 二 2%3 一 Ws 后 3%4 三 4， 
(3) 线性 方程 组 XI +Xy —3x3 十 9%4 =5 ,有 人 解 时 ， 入 的 值 为 ( ) . 
Ny 十 2%3 一 244 =2A 
1 1 





A. -也 B. 7 C. -1 D.1 
(4) 非 齐 次 线性 方程 组 hx =b( 其 中 ,A 是 m xn 和 窍 阵 ) 有 人 解 的 必要 条 件 是 ( ) 
A.m>n B.m<n 
C.m=n D.r(4) =r(4)( 其 中 , 4=(4 :6b)) 
a b 
(5) 设 4 阶 矩阵 4=| “| 其中，az0， 60)， 则 齐 
a b 
次 线性 方程 组 4x =0 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 ( es 
A.a=b 
B.a+b=0 


C.n=2m 时 , a=b; n=2m+1 时 , a+b5=0 

D.n =2m 时 ， a = n=2m+1 时 ， a=b 或 a+b=0 

(6) 已 知 w ，w ，w 是 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 的 基础 解 系 ， 则 该 方程 组 的 基础 解 系 还 
可 以 是 ( ). 








A. al -2a 0 Qa -a B.alta, ota, OQ + 
-0 9 0 Dg 3 A 5 
Ca -oo, @ -aa3，a3 -ai D. -2o -al ，al + tO, QO 一 0 


A 
07) 设 A 是 阶 知 阵 ,a 是 维 列 向 量 ， 车 "| 人 人 =A4) ， 风 线性 方程 组 ( ). 
[44 


A. Ax =w 必 有 无 穷 多 解 B. Ax =@ 必 有 唯一 解 
c [全 0)=0 tm p | 人 oJ)=0 wt 
@ 0 八 y a 0 八 》 


(8) 设 n 阶 矩阵 4 的 伴随 矩阵 4 关 0.， 在 所 ，z,，é3 是 非 齐 次 线性 方程 组 4x =2 的 三 
个 互 不 相等 的 解 向 量 ， 则 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 的 基础 解 系 ( ). 
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A. 不 存在 B. 仅 含 有 一 个 非 零 解 向 量 
C. 含有 两 个 线性 无 关 的 解 向 量 D. 含有 三 个 线性 无 关 的 解 向 量 








(9) 设 4 为 寺 阶 实 和 矩阵, 47 是 4 的 转 置 矩 阵 ， 齐 次 线性 方程 组 (TI)4z =0 和 (I[[) 
ATAx =0， 则 ( ) 
A.( 卫 ) 的 解 是 (了 工 ) 的 解 ，( 工 ) 的 解 也 是 ( ) 的 解 
B.〈 工 ) 的 解 是 ( 工 ) 的 解 ,但 ( 工 ) 的 解 不 是 ( 工 ) 的 解 
C.( 工 ) 的 解 是 ( 开 ) 的 解 , 但 ( 工 ) 的 解 不 是 ( 工 ) 的 解 
D.( 工 ) 的 解 不 是 ( 工 ) 的 解 ，(I) 的 解 也 不 是 ( ) 的 解 
(10) 设 有 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 和 Bx =0， 其 中 A,，B 都 是 m xn 和 窍 了 泗 ， 现 有 以 下 4 个 


























中 若 4xz =0 的 解 都 是 Bx =0 的 解 ， 则 7(A)==r(B) 
@) 若 r(4)=r(B)， 则 4x =0 的 解 都 是 Bx =0 的 解 
@ 若 4zr=0 与 Bx =0 同 解 , 则 xr(A) =r(B) 
@) 若 r(4) =r(B)， 则 Ax=0 与 Bx =0 同 解 

则 正确 的 是 ( ). 

















A. GO) B. OY) C. ©@ D. OY 

(11) 设 三 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 -1，1， 2， 则 矩阵 (34* ) -的 特征 值 为 ( ). 
1 1 1 1 1 

A.1, -1, -2 B. -6,6, -3 C. SS D. a =1 


(12) 设 A,B 都 是 n 阶 矩 阵 ， 则 以 下 命题 中 正确 的 是 ( . 

A. 4 的 特征 向 量 的 任意 线性 组 合 仍 是 4 的 特征 向 量 

B. 设 A 是 可 逆 抢 阵 4 的 特征 值 ， 则 A 的 对 应 入 的 村 征 向 量 也 是 4! 的 对 应 二 的 寺 征 
向 量 

C.4 与 4' 有 相同 的 特征 向 量 

D. 如 果 4 ~B, 则 A 与 BB 有 相同 的 特征 向 量 

(13) 设 4 是 三 阶 和 矩阵 ，a(i=1，2,，3) 都 是 3 维 列 向 量 ， 如 果 4ai; =iai(i=1，2，3 ) ， 
则 下 列 结论 中 成 立 的 是 ( ). 

















1 
A. 如 果 忆 =(a ，2m ，3a )， ner-| 1 
1 
1 
B. 如 果 己 =(a ，al +a ，3a3 ) ， mre| 2 
3 
1 
C. 如 果 己 =(2a ，-o，5as )， we-| 2 
3 


1 
pe | 2 
3 
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(14) 设 n 阶 矩阵 A = (ay ) 的 特征 值 为 MA ，A;，…，A,， 则 > A3 的 值 为 ( 。 ). 
ll 


n n n 


A. 之 呈 B. (之 mu 六 C. 和 a D. > 和 Ci 

(15 ) n 阶 和 矩阵 4 与 B 相似 的 充分 条 件 是 ( ). 

A. 1A|=|B| 

B.r(4) =r(B) 

C.4 与 B 有 相同 的 特征 多 项 式 

D.4 与 B 的 特征 值 都 为 A) ，A,，…，A,， 且 这 nn 个 特征 值 是 互 异 的 

(16) 设 4 是 nn 阶 非 零 矩阵 ,满足 A“ =0,( 其 中 为 正 整数 )， 则 下 列 命题 中 不 正确 的 














是 (  )， 
A. 4 只 有 零 特征 值 B. 4 必 不 能 相似 对 角 化 
k-l 
C.E, + 六 4 必 可 道 D. 4 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 
i=1 
(17) 下 列 矩阵 中 ， 不 能 相似 于 对 角 和 矩阵 的 是 ( 。 ). 
1 1 0 1] 1 0 1] 0 1 1 0 0 
A.I0 2 1 B.I0 1 0 C.I0 1 0 D.I0 1 1 
0 0 3 0 0 2 1 0 1 0 0 2 











(18) 设 矩 阵 4 相似 于 和 矩阵 召 = 





0 0 1 
1 1 ,| 则 r(4 -2E,) +r(A-E)=( ). 
1 0 0 





A.2 B. 3 C.4 D.5 

(19) 设 二 次 型 Kx ， xp， x3) =(z +i) + (Xo+X3) + (wa+%1)”， 则 /的 ( ). 
A. 秩 为 3 B. 矩阵 为 E， 

C. 正 惯性 指数 为 2 D. 以 上 都 不 对 

(20) 设 A,B 都 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ， 则 4 与 B 合同 的 充分 必要 条 件 是 ( 加 
A.r(A) =r(B) 

B. A ，B 的 全 部 特征 值 相 同 

C.1A4|=|B| 


D. 分 别 以 A，B 为 矩阵 的 二 次 型 有 相同 的 规范 形 

(21) 设 4 是 二 阶 矩 阵 ， 则 以 下 四 个 命题 中 正确 的 是 ( ). 

A. 4 必 与 某 个 对 角 和 矩阵 合同 

B. 如 果 4 与 正定 矩阵 合同 ， 则 4 为 正定 矩阵 

C. 如 果 4 的 顺序 主子 式 都 大 于 零 ， 则 4 必 为 正定 矩阵 

D. 如 果 4 与 对 角 和 矩阵 相似 ， 则 4 必 与 对 角 和 矩阵 合同 

(22) 设 n 阶 和 矩阵 A = (a;) 是 正定 矩阵 ，5| ，5，,，…，5b, 是 全 不 为 零 的 实数 ， 则 n 阶 甜 
阵 B=(bibjay) 是 ( 六 


A. 对 称 而 非 正定 矩阵 B. 正定 矩阵 
C. 可 逆 而 非 正 定 和 矩阵 D. 不 可 道 和 矩阵 


(23) 当 两 个 3 元 二 次 型 f(xi， xo, %3) =xX Ax 与 g(x1， Xs，%3) =X Bx( 其 中 ,x =(xi， 
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x ，32)7) 的 实 对 称 和 矩阵 4 与 B 合同 时 ， 称 它们 是 属于 同一 类 的 ， 则 全 体 三 元 二 次 型 可 以 分 
成 ( 让 














A.3 类 B.6 类 C.10 类 D. 无 穷 多 类 

(24) 设 4 是 nn 阶 正定 矩 阵 ， 如 果 它 与 阶 矩 阵 召 相似 ， 则 召 必 为 ( ). 

A. 实 对 称 和 矩阵 ”B. 正 交 和 矩阵 C. 可 逆 和 矩阵 D. 正定 矩阵 
1 k 1 

(25) 已 知 二 次 型 f(x ，x,，%s ) 的 矩阵 为 | 上 2 0 |， 如 果 了 的 正 惯 性 指数 为 3， 
1 0 1-E 

则 k=( ). 

1 

A.0 B. -1 Eee D. 1 


(26) 守 阶 实 对 称 和 矩阵 4 为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 ( ” 
A. 4 的 所 及 阶 子 式 都 大 于 零 (k=1,2，…,， nn) 
B. 4 的 所 有 特征 值 都 为 非 负 的 


C. 4 为 正定 和 矩阵 

D.r(4) =n 

(27) 设 A,B 都 是 n 阶 正定 和 矩 了 泗 ， 则 下 列 选 项 中 是 正定 矩阵 的 是 ( ). 
A.A*+B” B.A -B”* 

C.A°B” D.kA”+hB”* (kl,，h, 是 常数 ) 
2. 解答 题 


Wi 4% 十 %5 +Wy +%s =0, 
X1 2% FN 二 Ny =3%s 三 


0 ， 
及 回 量 w =(1，-2，1，0， 
Ny 十 2%3 十 2X4 +Oxs =0, 王刚 本， 


3 
(1) 设 有 齐 次 线性 方程 组 
Sw + dr +3%3 4+3%s =%s =0 
0) 7， Qa, =(1， = 0 ， 下 0) ， aq = (5, -6, 0 ， 0 ， 1)， Qo =(1， =2， -1, 2 0) 7， 
问 向 量 组 mw ，o ，a 与 向 量 组 wm ，a ，aw4 是 否 为 所 给 方程 组 的 基础 解 系 ? 


QX1 + bx +2x3 =1,， 
(2) 问 a, 5 为 何 值 时 ,线性 方程 组 Yaxi + (26 -1)%， +3x3 =1， 有 无 穷 多 解 ， 
QX1 +bxy + (b+3)x3 =20 一 1 


并 求 其 通 解 . 
(3) 设 三 元 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =b 的 系数 矩阵 和 的 秩 为 1， 且 说 ，7 思 2 ，73 是 它 的 三 
个 解 问 量 ,它们 满足 
nn +m =1, 2,3)°, nm +m =0, -1, 1)', m+m% =(1, 0, -1).. 
求 该 方程 组 的 通 解 . 
(4) 设 wm ，m, 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =2 的 两 个 不 同 解 ( 其 中 , 4 是 m xn 和 矩阵 ),， 
是 该 方程 组 的 导出 组 的 一 个 非 零 解 . 
( 1 ) 判定 向量 组 wy ，7 -wm 的 线性 相关 性 ; 
( 开 ) 当 r(4) =n -1 时 ， 判定， ，m 的 线性 相关 性 . 
(5) 设 wm =(1, 0, 1)1,，@ =(0，1，1) 7 是 齐 次 线性 方程 组 4*x =0 的 两 个 解 ， 其 中 
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下 3 
4=|-1 a -3|, 求 a, 5 的 值 . 
1. 2 b 
| 
(6) 设 和 矩阵 A =|10 1 st +t|， 且 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 的 解 空间 的 维 数 为 2， 求 该 方 
1 1 0 1 
程 组 的 通 解 . 
2 于 二 二 二 


(7) 已 知 线性 方程 组 44x1 +3x2 +5x% 一 x4 = -1 ,有 3 个 线性 无 关 的 解 . 
aX1 +Xa5 +3x3 + bx4 =1 

( i ) 证 明 : 该 方程 组 的 系数 矩阵 4 的 秩 为 2; 

(下 ) 求 a, 2 的 值 及 该 方程 组 的 通 解 . 











X1 二 2X2 一 X3 十 %4 二 7 xX! +3x3 = -2， 
(8) 设 线 性 方程 组 ( I ): 43x1 +px2 +3x3 +2X4 = -11, 与 ( 工 ) x -2x3 =5， 同 
2X1 十 2Xa +qxa 二 MX 三 一 人 x4= -10 


解 ， 试 确定 ( 工 ) 中 P，9，r 的 值 . 
(9) 设 @;= (aa, CPP， ""', an) 是 n 维 实 向 量 (i=1， 2, ,7, Tr<n), Ha, @,, 


…，@, 线性 无 关 .， 已 知 B=(6b,，6b;，…,b,)! 是 齐 次 线性 方程 组 











CI1X1 + QA12%X2 + + QInXn =0, 
CD21X1 + ao22X2 十 + a2nX, =0, 


Qn Xl + a Ny > + Qn Xn =0 


的 非 零 解 ， 试 判定 向 量  ，。 ，…，@,, B 的 线性 相关 性 . 


(1 +a)xi 十 XY? 十 …' 十 w=0, 





2xX1 + (2 +Qw)x + 十 2x, =0,， 


(10) 设 齐 次 线性 方程 组 (n 宇 2)， 试问 当 & 


nxl +nxy + +(n+a)x,=0 
取 何 值 时 ， 该 方程 组 有 非 零 解 ， 并 求 出 其 通 解 . 
(11) 判断 方程 组 


名 二 全 











3x1 +2 + +X4 = 一 3， 
(1) 41 2 3 MX4 与 ( 1) Xl 


人 十 2 2 = 6, Wy ty 20 S06 


二 


2X1 dry + 3 +43% 三 一 1 
的 同 解 性 . 
(12) 已 知 齐 次 线性 方程 组 (I ) 的 基础 解 系 为 
a =(1, 0, 1, 1)', @;=(2,1,0, -1)', @;=(0, 2, 1, -1).. 
求 ( 工 ) 与 齐 次 线性 方程 组 
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Nl 十 %2 十 Xa + =0, 
4 站 2%5 2 =0 
的 所 有 公共 解 . 
(13) 设 4 是 三 阶 和 矩阵 ， 满 足 |4 | =0, |4 +E | =0,， trh =0, 求 4 的 特征 值 . 
(14) 设 4 是 满足 43 +42 +4 =3E, 的 n 阶 实 对 称 矩 阵 ， 求 A. 
(15) 设 四 阶 和 矩阵 4 满足 447 =2E,, 且 |4 | <1, 求 4 的 伴随 矩阵 4* 的 两 个 特征 值 . 














1 0 0 
(16) 设 三 阶 和 矩阵 4=| -2 5 | 问 A'% 是否 能 相似 对 角 化 ? 如 果 能 相似 对 角 化 ， 
=2 4 =1 
写 出 这 个 对 角 和 矩 阵 . 
2 1 1 
(17) 已 知 向 量 w=(1, k,，1)? 是 算 阵 A =|1 2 1 的 逆 和 矩阵 4- 的 特征 向 量 ， 求 常 
1 1 m 








数 和 m 的 值 . 

(18) 已 知 三 阶 实 对 称 矩 阵 4 的 一 个 特征 值 为 2， 其 对 应 的 特征 向 量 为 we = (1，2， 
-1)7, 且 4 的 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 零 ， 求 4. 

(19) 已 知 三 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 各 行 元 素 之 和 都 为 3, 且 w =(-1,，2，-1)7，ow = 











(0，-1，1) 上 是 齐 次 线性 方程 组 4xz =0 的 两 个 解 向 量 ,， 求 4 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 . 
a 一 1 C 
(20) 设 和 矩阵 4=| 5 b 3|, 且 |4|1=-1， 又 设 4* 有 特征 值 Mo， 它 对 应 的 特 
1 -<c 0 -a 











征 向 量 为 w=( -1，-1，1)7, 求 a, b,c 及 的 值 . 

(21) 设 A4,，B 都 为 n 阶 矩 了 泗 ， 证 明 : AB 与 B4 有 相同 的 特征 值 . 

(22) 设 4,B 都 为 n 阶 和 矩阵 ， 且 7r(4) +r(B) <n, 证 明 : A4，B 有 公共 的 特征 向 量 . 

(23) 已 知 二 次 型 f(xj ，x;，x3) =a(x? + + 好 ) +4x1% +4x1X3 +4xsx3 经 正 交 变换 
x =Py 可 化 成 标准 形 f=6y? ， 求 常数 a. 

(24) 设 二 次 型 Kxi ，x,，x3) =xX Ax =axf +2x2 -2x3 +2bxix3(b5>0)， 其 中 ， 实 对 称 和 矩 
阵 4 的 特征 值 之 和 为 1， 特 征 值 之 积 为 - 12. 

(i) 求 常 数 a,&。 的 值 ; 

(下 ) 利用 正 交 变换 x =Qy 将 f 化 为 标准 形 ， 并 写 出 正 交 和 矩 阵 Q. 

(25) 求 二 次 型 Kx ，x,，x3) = -4xix +2x1x3 +2xsx3 的 秩 与 正 惯性 指数 . 

(26) 用 可 逆 线 性 变换 xz =Py 将 二 次 型 Kx ，x,，x3) =xf +2x3 -2x3 +4x1ix3 化 为 规范 
形 ， 并 求 可 逆 和 矩阵 己 . 

















(27) 设 二 次 型 f(x ,x ,，… ,Xi) = 之 Caixl +apx +… +anxn) ,证 明 :f 的 秩 为 r(4)， 
i=1 
其 中 ,A = (Qj) sxn: 
(28) 设 二 次 型 f(x ，x，，w3) =X? +x2 十 X3 一 4X1X2 一 4x1X3 +2axs%3， 经 正 交 变换 x = Oy 
(其 中 , x=(xi，x2，%3)!， y= (yi1，Y2，Y3) ) 化 为 标准 形 f=3y? +3y2 +0y3， 求 : 
(i) 常数 a, 。 的 值 ; 
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(证 ) 正 交 抵 阵 @; 

( 道 ) 当 xWx=2 时 ,f(x ，x,，%) 的 最 大 值 . 

(29) 求 参 数 的 取 值 范围 ， 使 得 FLx ， x,, wa) =x? +4x3 +4x3 +211X —2x1X3 十 4x223 
为 正定 二 次 型 . 





(30 ) 证 明 :二 次 型 f(x ,MXa ，… MX ) 二 和 + > Xi 为 正定 二 次 型 . 


li<j<n 


1. 单项 选择 题 


(1) D (2)C (3)A (4)D (5)D (6)B 
(7)D (8)B (9)A (10)B (11)C (12)B 
(13)D (14)D (15)D (16)D (17)B (18)C 
(19)A (20)D (21)B (22)B (23)C (24)C 
(25)C (26)C (27)A 
2. 解答 题 
1111 1 11111 
ER 3 2 1 1 -3| 初等 行 变换 |0 1 2 2 6 
(1) 所 给 方程 组 的 系数 矩阵 A = 人 人 所 
5 .43 3 -1l 00000 


以 ，r(4) =2， 容 易 检验 ，m ，a;，Q3，a4 都 是 所 给 方程 组 的 解 向 量 ， 因 此 由 a ，a ，o3 
线性 无 关 知 其 为 一 个 基础 解 系 ; 由 。 ，a, ，a 线性 相关 知 其 不 为 一 个 基础 解 系 . 

a b 2 
a 20-1 3 
a b b+3 





(2) 系数 行列 式 =0 得 a=0 或 5= -1,，1, 仪 在 此 时 , 方程 组 有 可 能 











有 无 穷 多 解 . 
当 & =0 时 ， 增 广 和 矩阵 
0 0 0 13(5-1) (5-5) 

















0 &b 2 1 1 : 
A=|l0 2-1 3 1 |—010i 1 -地 (B-1) 
0 bb b+3:i:2b-1 : | 
0 0 1: —(b-1) 
i 
由 此 可 知 此 时 仅 当 5 =5 时 ， 所 给 方程 组 有 无 穷 多 解 ， 通 解 为 (zx ,， x, x3)' =c(1, 0, 0)"+ 
T 
(0, -二 了 (其 中 ，e 为 任意 常数 )， 
a 1 2:1 a 1 2:1 
当 5=1 时 , 4=ja 1 3i1| 一 >|0 0 1:0|， 所 给 方程 组 有 无 穷 多 解 ， 通 解 为 
a 1 4:1 0 0 0i0 
下 


(2x1 ，x2 ， x3)! =cl(1， 一 Q， 0)" +(0, 1, 0) 
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a -1 2; 1 
ere Se 0 -2 1: 0 
4 0 00:-4 
(3) 1 -73 = 0 1+) - (m+m3) =(1, 3, 2 m2 -273 = (0+) - (M+) = 
(0, 2, 4)， 都 是 Ax =0 的 解 ， 且 线性 无 关 ， 于 是 由 r(4) =1 知 2 -7，7 -m3 是 Ax=0 


的 一 个 基础 解 系 ， 此 外 ,= 六 [和 ) + (++) (03 +)] 一 (Wp + ) = 


a -1 2; 1 
， 此 时 方程 组 无 解 . 




















(1 3 是 Ax = 的 一 个 特 解 ， 从 而 hr =5 的 通 解 为 





(Wj; Xs 2) =c1 (M1 -73 ) +c(7 -33 ) + =cl(1，3，2) + 
cz(0，2， "+, 3 ea Cl, Cy, C3 为 任意 常数 ). 
(4)( i ) 设 有 数 启 ， 心 使 得 
km +t+h (mm -m2) =0， 即 ( 语 + 妃 )971 -kn =0. 

上 和 式 两 边 左 乘 4 得 b=0， 由 4b 关 0 得 hh =0， 于 是 由 户 (7 -my) =0 得 记 =0( 因 为 四 一 
关 0)， 从 而 11 与 7 -7 线性 无 关 . 

( 匡 ) 由 于 &，m -2 都 是 Ax =0 的 解 ， 所 以 由 r(4) =7 -1 知 志 ,9 -2 线性 相关 ， 
即 存在 不 全 为 零 的 数 MN ，A，， 使 得 

AE+A Mm -7 ) =0, AE tA NM +( -A,)n, =0. 

由 此 知 , 志 ，7 ，m 线性 相关 . 

(5) 由 ai， 是 4*x=0 的 两 个 解 ， 且 w ，o 线性 无 关 ， 所 以 r(4  ) 和 3 -2 =1， 由 
4 知 r(4”)=1， 因 此 r(4”) =1， 由 此 得 到 r(4) =2， 于 是 由 




















2 3 
初等 行 变 ] 
0 0 0 -3 
知 ga= -2, b 关 3, 或 a 关 -2, b=3. 
ee 1 分 1 2 
四 等 行 变 
(6) 由 rr(4)=4-2=2 及 4 pi’ | 1 t t | 一 
0 1-2 -1 -1 
1 2 1 2 ep 1 2 1 和 2 1 1 0 1 
四 等 行 变 : 
0 G1 0 0 misl UA So 0 0 0 slo 1 1 1 
0 t—2 -] -1l 0 -1 -1 -1l 0 0 0 0 
X1 十 %o +%a =0， 
从 而 Ax =0 与 同 解 ， 其 基础 解 系 为 (1，-1, 1, 0)" 和 (0，-1, 0， 
Na +%3 十 %4 =0 





1)7， 所 以 通 解 为 (zi ， x, x3, X44) =c(1, -1, 1, 0)'+c(0, -1,0, 1).. 

(7)( i ) 由 于 所 给 方程 组 有 3 个 线性 无 关 的 解 ， 所 以 其 导出 组 Ax =0(x= (zl，x2 ，x3 ， 
x4 ) !) 的 基础 解 系 至 少 由 两 个 解 向 量 组 成 ， 从 而 r(4)<4-2=2. 另外 , 由 A 知 7(4)=2， 
所 以 r(4) =2. 








(让) 由 增 广 矩阵 4 = 


1 1 1 1 : -1 0 
| 初等 行 变 
人 (以 下 同 ) 
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RR i 1 
0 -1 1 -5:3 | -1 1 -5 |i: 3 | 及 r(4)=2 知 a= 
A 0 | 
:| 
i | I 
证 
00 00 0 00 0 0:0 


由 此 可 得 ， 导 出 组 的 基础 解 系 为 ( -2，1,， 1,， 0)T，(4，-5,，0，1)7， 所 给 方程 组 有 
特 解 (2，-3，0,，0)7， 所 以 通 解 为 

(x1, X29, XK3, Xa) =c( -2, 1, 1, 0)T +e,(4, -5, 0, 1)'+(2, -3, 0, 0).. 

(8)( 卫 ) 的 通 解 为 (x1,， xy， x3, X44) =c( -3, 2, 1, 0)7+(-2, 5,，0，-10)5， 即 











W302 2 Wy 0 Ws =10, 
将 它们 代入 ( 工 ) 得 
(—-3c-2) +2(2c+5)-c-10=r, r= -2,， 
3( -3c-2) +p(2c+5)+3c-20= -11， 即 (p-3)(2c+5) =0， 
2( -3c-2) +2(2c+5) +gc-10= -4, (g -2)c=0. 
由 于 是 任意 常数 ， 所 以 ， p=3, g=2, r= -2. 
(9) 设 有 数 ，k。，…，k,, 上 使 得 
ka +ha, + +h,a, +hB =0, (1) 


上 式 两 边 左 乘 B7T 得 请 BTal + 有 BTa + + 有 BTa + 有 10 =0. 

由 题 设 知 aIB =0， 即 BTa =0(i=1,2,，…, r)， 因 此 由 上 式 得 £B"B =0， 于 是 由 B 冯 0 
得 =0， 将 它 代入 式 (1) 得 训 @ + 及 om +… +kaq, =0， 于 是 由 wmw ，o，…，w 线性 无 关 得 
= 三 =… =k,=0， 因 此 ，@，…，@,, B 线性 无 关 . 

(10) 记 系 数 和 矩阵 为 4， 则 14 | =0， 即 


l+a 1 1  … 1 Fn(n+1) +a Fn(n+1) +a 和 Fn(nt+1) +a 
| 2 2+a a 2 
n n n 1 n+t+a 
n n 7 n+t+a 
1 1 
1 2+a 2 
= [Fn(n+1) +al . 
n n “2 n+a 
0 .:.. 0 
1 a 0 
= [Fn +1) +al : : : 
0 0 … ua 





[zn +1) +ala"”! =0. 
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由 此 得 到 a =0， -Fn(n+1). 


当 a=0 时, r(4) =1， 此 时 所 给 方程 组 通 解 为 
(wis %y, “i ) =ci(—1, 1，0， …，0)I+cz(-1，0， Ls 2 0) +e 
cn-1(—1, 0， 0， ”9 1 


当 wu = -n(n+1) 时 ， r(4) =n-1, 此 时 所 给 方程 组 通 解 为 (x ， bo x,)' =c(1, 

















2， ”9 7) 工 . 
(11) 由 于 方程 组 ( 工 ) 的 增 广 矩 阵 
L1111，1 1 1 1 1 1 
3 2 1 1 -3| 初等 行 变换 |0 -1 -2 -2:-6 
一 一 ! 
0 12 2:; 6 0 1 2 2: 6 
5 4 3 3:-1 0. =1 三 06 
1 1 1 1:1 1 0 -1 -1，-5 
0 1 2 2:6 0 1 2 : 6 
| | 一 一 六 和 
000 0i0 00 0 0: 0 
0 0 0 0i:0 0 0 0 
%1 -Ns ~ = =5, 
所 以 方程 组 ( I) 与 方程 组 | 同 解 ， 即 与 ( IT) 同 解 


Wy 十 2X3 二 244 =0 
(12) 方程 组 ( 工 ) 的 通 解 为 
(Wi os Was X4) =cl(1，0，1， 1)7+co(2， 1 ，0， -1)7+c3(0， 2 =1)T 





=(cl +2cy, cy +2c3, C1 +C3, C1 一 一 c3 ) 上 
将 它 代 入 方程 组 ( 工 ) 得 
2 +2c ) + (cy +2c3) +(c1+c3) +(c1 -ce -c3)=0, 


(cl +2c,) +2(c +2c3) +2(cl -cs -c3) =0, 





即 3c1 +2c, +2c3=0, 即 cs= -了 一 C2. 
从 闪 解 3 T 1 5Y 让 
因此 公共 解 为 (xi， NX ， NX3, Xa ) 三 C1 ] ， -3， 7 了， 了 + Cc,(2, 一 1 ， 一 1 ， 0) 





(13) 由 |0.E-A4|=-|14|=0,|(-1)E;-A4|=-|A4+E;|=0 知 4 有 特征 值 
Ai =0,A, = -1， 此 外 还 有 特征 值 和 3， 它 满足 和 Al +A +A3=trh =0， 所 以 =1. 
(14) 设 4 的 特征 值 为 A， 则 从 满足 3 + +A=3， 它 只 有 实 根 太 =1， 即 4 只 有 特 














征 1 
1 
值 A=1， 因 此 存在 正 交 和 矩阵 QO, 使 得 -140Q = 和 =E, 故 A = QE 
1 
=E,. 
(15) 由 A447=2E, 得 |4|1? =16, 所 以 |4|= -4, 对 和 A 有 
A 


% 


pe 二 | 一 T _ 
[AE -4| = |5447-4 ga 





4 
- -4[ 放 ] 2p, -A 
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于 是 ， 当 和 A = + 时， 上 式 成 为 | +2E, -4| = -1 +wB -41. 由 此 得 到 | +vVE -4 | 
-0, 所 以 ，- 呈 是 4 的 两 个 特征 值 ， 从 而 -人 | -2 万 ,41 - -2 ,5 是 4* 的 两 个 特 
-AD 2 
征 值 . 
(16) 由 |AE;-A|=(A-1)*(A -3) 知 4 的 特征 值 为 A=3, 1( 二 重 )， 由 于 (1 .已 ; - 
3 
4) 的 秩 为 1=3(4 的 阶 数 ) -2(A =1 的 重 数 ) ， 所 以 4 ~ 1 ， 从 而 A'% 能 相似 对 角 
1 








化 为 





3100 
1 , 
1 


(17) 设 A-! 的 特征 向 量 @ 对 应 的 特征 值 为 A。， 则 a 是 4 的 对 应 特征 值 二 的 特征 向 量 ， 
0 














0 a 2 2a-b Fp 
(18) maama-|， 0 cl|, HB(2E;, -A)a=0, "| -c=4,， 解 此 方程 组 得 
b c 0 b+2c= -2. 
0 2 2 
a=2, b=2, c= -2, 所 以 4=|2 0 二 2 
2 9 0 








(19) 由 mm @ 是 Ax =0 的 两 个 解 知 ，A 有 特征 值 人 =0，a ，o 是 它 对 应 的 两 个 线性 
无 关 的 特征 向 量 . 此外， 由 A 的 各 行 元 素 之 和 都 为 3 知 4 有 特征 值 3， 它 对 应 的 特征 向 量 为 
B=(1, 1, 1)". 于 是 4 的 全 部 特征 值 为 0，3， 对 应 的 特征 向 量 为 caw + ca (cl ，c 是 任 
意 不 全 为 零 的 常数 ) ，oB (c 是 非 零 任 意 常数 ). 

(20) 由 题 设 得 4*x=Aox, 即 AoAx= |A|x, 将 x=(-1，-1, 1)? 和 |A|=-1 代 
Ao( ~a+t+l+c)=1, 
A0( -5-54+3)=1， 即 A0=1, a=c,5b5= -3. 于 是 由 -1=|1A|=a-3 
Ao( -1+c-a)= -1, 




















入 上 式 得 





得 a =c =2. 
(21) 分 两 种 情形 证 明 4B 的 特征 值 必 是 BA 的 特征 值 : 
(i ) 设 和 是 4B 的 非 零 特 征 值 ， 其 对 应 的 特征 向 量 为 a， 则 
A(Ba) =Aa, BW (BA)(Ba) =A(Ba). 
由 于 Ba 了 0， 所 以 A 是 BA 的 特征 值 . 
(二 ) 设 和 A=0 是 AB 的 特征 值 ， 其 对 应 的 特征 向 量 为 a 即 (4B)a =0， 则 齐 次 线性 方程 
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组 (AB)x =0 有 非 零 解 .于 是 | B4 | = |4B | =0， 由 此 得 到 齐 次 线性 方程 组 (BA )x =0 有 非 
零 解 ， 于 是 和 =0 也 是 BA 的 特征 值 . 
同 理 可 证 Bh 的 特征 值 也 是 4B 的 特征 值 ， 因 此 4B 有 相同 特征 值 . 
(22) 设 r(4) =r，r(B) =s， 则 7r<n，s <n， 所 以 齐 次 线性 方程 组 4x =0 与 Bx =0 分 别 
有 基础 解 系 @，@;，…, @,_; 和 Bl, B;,，…, PB,_, 由 于 r+s<n, 所 以 aw，o，…， 
Q@,_,，PB1， pp，…，B，, 线 性 相关 ， 因 此 存在 不 全 为 零 的 数 语 ， 记 ，…， 有 大 和 Ai，A，， 
， 入 ,_,， 使 得 
ko thay + th Ga +AIOI+AO + +A,_B,_,=0. (1) 
记 y=ka th + +h 0, ,= - (MBi+AB; + +A,_,B,_,), 则 由 @，@,， 
…，Q@,_, 线 性 无 关 与 B1 ，B,，…，B,_, 线 性 无 天 知 y 头 0， 并 且 有 Ay =0 与 By =0.， 因此 7 


















































是 4 与 B 的 对 应 特征 值 为 0 的 公共 特征 向 量 . 
a 2 2 
(23) /的 矩阵 4 =|2 a 2 |, 它 有 特征 值 A=6, 0, 0， 所 以 由 tr4 =6 得 a=2. 
2 2 
a 0 b 
(24) ( ba 2 ,| 设 它 的 特征 值 为 4，A,，A，， 则 [1， 由 此 得 
人 Wr 
a=1,b=2. 
1 0 和 2 
(ii) 由 (1) 知 4=|0 2 0 |, 它 有 特征 值 A= -3，2( 二 重 ) ， 且 对 应 入 = -3 的 
2 0 -2 
特征 向 量 为 w = (1，0，-2)"， 对 应 入 =2 的 特征 向 量 为 m = (0, 1, 0)", ww = (2, 0， 
于 
1)"7， 将 它们 正 交 单位 化 后 得 &， | 0, | a, 。- [各 0, | 


记 Q@=(sl，s，5)， 则 在 正 交 变 换 (x ,xy, x3) ”=Q(y1, 入 和) 下 , f(x1, %o， 
x3) = -3y? +2y2? +2y3( 标 准 形 ). 
0 -2 1 
-2 0 1 
1 1 0 
有 3， 一 1+3， 所 以 了 的 正人 惯性 指数 为 2. 
(26)f =x? + 2x2 一 2x3 十 4X1%3 = (x? + 4x1 x3 +4x3 ) + 2x3 — 6x3 


= (XI +2x3 )” 十 (V2x, )” 一 (V6x3 ) 


(25 ) f 的 矩阵 A = 的 秩 为 3， 由 于 |AE; -4 | =0 的 根 为 A=2，-1- 








w= 1 0 2 
Ll 3s 一 
y1 三 %1 +2X3 ， 6 ‘6 
1 1 
记 4y2 = V2%,,， 即 4x2 = 到》>， 以 P=|0 去 0 |, 则 在 x=P 
2 2 上 122 J 所 厅 则 在 x y 
3 V6x3 1 1 
Ws 三 = 0 0 一 
V6 V6 








(X=(%1, X2 ， Wa) y=(Y1, )2， y3)') 下 , f=% +y3 -3( 规 范 形 ). 
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(27) 记 x= (x1, Xa ,a) y= 2) 则 y=Ax, f=yt +y3+ 
i 
+y =(y, ya ，…，y，) 二 =x!'(A'A)y, 所 以 了 的 矩阵 为 B=A'A. 由 于 r(B) =r(4)( 这 


》 
是 根据 方程 组 474x =0 与 4x =0 同 解 而 得 的 ) ， 所 以 的 秩 为 7(4). 





所 以 由 trh4 =3 +3 +0， 即 





Ti 3 
CR 1 -| 3 
b 





b= -3. 由 于 3 是 4 的 特征 值 ， 所 以 由 |13E3 -A4|=0 得 a= -2. 





]， 二 2， 二 2 
Dm | 1 -21|, 且 它 的 特征 值 为 A = -3,3( 二 重 ). 
= 2 1 











对 应 特征 值 A = 3 的 特征 向 量 @ = 





对 应 特征 值 A= -3 的 特征 向 量 wm = (1, 1, 1)"， 
(=1, 1, 0)', a =( -1, 0， 1) 
将 (241 y [42 要 Q3 正 交 单位 化 后 得 


1 1 1Y 1 1 了 1 1 了 下 
| 三 | 主人 0 2 a / 
3 Ee | ) .=-( | 6 /6 | 














V3 V3 3 
1 1 1 
3 MD 
1 1 1 





所 以 正 交 和 矩阵 Q = (sa ，e，a) =| 记 万 -后 | 








(下 ) 在 正 交 变换 x =Qy 下 , 2 =xIxz =yy， 即 好 + 迷 + 籽 =2， 于 是 











flxi, xy, 3) =371 +322 -39 和 3(+2 + 好 ) =6 (最 大 值 ). 
1 t 一 1 
(29) j 的 矩阵 4=| 1 4 2 |, 欲 使 /为 正定 二 次 型 ,必须 满足 
2 
全 
>0， 即 -2 <z<1l， 
区 >0， 


所 以 当 te ( -2, 1) 时 , f 为 正定 二 次 型 
(30) 8 的 矩阵 为 


由 于 顺序 主子 式 1 >0， 


以 , f 是 正定 二 次 型 . 
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1 1 1 
LT 下 se 了 
4=|2 2 2 
1 1 1 
2 2 7 ! 
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高 等 数学 


女 1. 未 定式 极限 的 计算 
函数 极限 计算 中 ， 最 主要 的 内 容 是 未 定式 极 


限 的 计算 . 
未 定式 极限 共有 以 下 七 种 类 型 . 











\ 
4 


1.1 了 型 未 定式 极限 的 计算 方法 





设 linf(*)=0, limg(*)=0， 则 称 im 人 加 为 


全 型 未 定式 极限 ， 它 可 按 以 下 步骤 计算 ; 


(GD) 化 简 lim As。 常用 的 有 以 下 五 种 方法 ; 























a 消去 fx) 与 g(x) 的 公 因子 . 
b. 分 子 或 分 母 有 理化 . 
c， 当 x 一 wo (wo 关 0) 或 x 一 ww 时 ,分 别 作 变量 代 


换 1=%-% 或 := 
x 


d. 由 极限 运算 法 则 算出 其 中 非 未 定式 部 分 的 
极限 . 

e. 对 f(x) 与 g(x) 作 等 价 无 穷 小 代替 ， 常 用 等 
价 无 穷 小 有 : x 一 0 时 ， 


sin Xx~X, tan x ~X, arcsin x ~%, 

















arctan x ~x, In(1 +x) ~x,e -1 ~x, 


(1 +x)” -1 ~ux(n0), 1 -cosx ~ 


























通过 如 上 化 简 后 ，0 型 未 定式 极限 lim 人 2 


就 变 得 十 分 简单 ， 往 往 可 以 用 极限 运算 法 直接 
算出 ， 


(2) 如 果 lim 信号 不 易 作 如 上 所 述 的 化 简 ， 则 


可 考虑 使 用 -0 型 洛 必 达 法 则 或 对 (4) 或 g(*) 应 用 


麦克 劳 林 公式 ， 特 别 当 f(x) 或 g(x) 是 积分 上 限 函 
数 时 ,必须 首先 应 用 洛 必 达 法 则 ， 以 消去 积分 
运算 . 

常用 函数 的 麦克 劳 林 公式 是 : x 一 0 时 ， 
~ 21 












































e” =1+x + + )， 
nl 





+ o(x™), 








二 了 i 
cosx=1 2 +…%+(-1) [有 JP 
+ o(x™*!), 
1 ， Be ds n 
In(l +%)=% -7 + +(—-1)” —x” +o(x"), 
n 
-1) ， 
(1+x)”= 1 jr + 9 





LK- Dntl), 








oz)， 
特别 地 ， 二 + o(x”), 
1 
—x 
1 2 吉 沈 六 
T=1 X+X + +(—1)"x +o(x"). 


1.2 过 型 未 定式 极限 的 计算 方法 


f(x) 


8(%) 
为 二 型 未 定式 极限 ， 它 有 以 下 两 种 计算 方法 : 


设 limf(x)=w ，lim g(x)=% ， 则 称 lim 


0 利 且 = 半生 二， 或 变量 代 换 将 所 给 的 








Sk 


有 型 示 定式 极限 mn 转换 成 0 型 未 定式 极限 ， 


然后 按 - 型 未 定式 极限 计算 方法 计算 .特别 地 当 未 








定式 的 极限 过 程 是 x + % 时， 往往 利用 lim 2 = 


>+% © 











,im 2 =0(a 是 正 数 ) 可 快捷 获得 计算 结果 





(2) 如 果 lm 人 比较 容易 计 和 ， 则 可 用 


开光 必 达 法 则 计算 名 型 未 定式 极限 lm 人 


1.3 0.o 型 和 oo -ww 型 未 定式 极限 的 计算 
方法 

设 limf(x)=0，lim g(z)= oo ， 则 称 limLACxz) ， 
g(z)] 为 0. oo 型 未 定式 极限 
设 limfx)= o ，lim g(x)=%， 则 称 lim[f(x) - 
g(x%) ] 为 w - oo 型 未 定式 极限 . 
这 两 种 未 定式 极限 可 以 利用 代数 运算 或 变量 
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代 换 转 换 成 0 型 或 2 型 未 定式 极限 ， 然 后 按 相关 


.4. 


方法 计算 . 
1.4 0", 1” 及 ww" 型 未 定式 极限 的 计算 方法 
设 liimf(x)=0，lim g(x)=0， 则 称 iim[/(x)]* 为 
0° 型 未 定式 极限 . 
设 lim fx)=1，lim g(x)=% ， 则 称 lim[ 了 x)]*” 
为 1” 型 未 定式 极限 . 
设 lim Kx)=o ，lim g(x)=0， 则 称 lim[/(x)]* 
为 m" 型 未 定式 极限 . 
这 三 种 智 指 函 数 型 未 定式 极限 都 可 按 以 下 步 
又 计算 : 
(1) 将 者 指 函 数 指数 化 ， 即 [f(x)]*” = 


x)Inflx 
es(2) J 则 








lim[ f(x) ] = ei™ g(x) ln f(x) ; 
(2) 按 0:， ww 型 未 定式 极限 计算 方法 计算 
lim g(x)In f(x) ， 如 果 它 为 4， 则 
lim[f(x) ]*” = e4. 





太 2. 数列 极限 存在 准则 的 应 用 











当 数列 极限 不 易 














时 ， 往 往 使 用 极限 存在 准则 进行 计算 . 
数列 极限 有 以 下 两 个 存在 准则 : 
数列 极限 存在 准则 I 

1z,1 ,如 果 它 们 满足 y, 和 xx s(n =1,2,…), 且 








n>% 














limy, = limz, = A, 则 limx, = 4. 


j 运 算法 则 和 函数 极限 计算 


设 数列 |x,}，|4y,}， 


注 在 利用 数列 极限 存在 准则 工 计算 limw， 











时 ， 可 以 通过 适当 缩小 与 放大 %,， 和 寻找 数 列 |y,| 

















与 1z,}. 
数列 极限 存在 准则 














工 


设 数列 |x, | 单调 不 减 
有 上 界 或 单调 不 增 有 下 界 ， 则 lims, 存在 . 


注 当 |x,| 由 递 推 式 x ,， x, =f(%,) (n=1, 














2，…) 定 义 时 ， 往 往 使 














j 这 





痊 


E 则 ， 并 








且 当 证 得 





Jimx 存在 时 ， 记 其 极限 为 4， 对 所 给 递 推 式 两 边 
令 一 o 取 极 限 得 4 =f(4). 解 此 方程 所 得 4 的 值 ， 


即 为 jimx, 的 值 . 


女 3. 零点 定理 、 罗 尔 定理 、 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 与 积分 中 值 定理 的 综合 应 用 

3.1 零点 定理 

设 函 数 /(x) 在 [a, 5] 上 连续 , 且 f(a)f(b) <0， 
则 存在 &e (a, 5)， 使 得 f(é)=0. 

注 零点 定理 有 各 种 推广 形式 ， 例 如 : 

设 函 数 /(x) 在 [a, 5] 上 连续 , 且 f(a)f(b) <0， 
则 存在 te [a, 5]， 使 得 f(é)=0. 

设 函 数 f(x) 在 [a，+ % ) 上 连续 ， 且 f(a)… 
Jim /f(x) <0,， 则 存在 &e (a，+ w ), 使 得 
f(é£)=0. 

3.2 ” 罗 尔 定理 

设 函 数 Ax) 在 [a, 5b] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 
导 , 且 f(a)=f(5b5)， 则 存在 Ee (a, 65), 使 得 
f(€)=0. 

注 ” 罗 尔 定理 有 各 种 推广 形式 ， 例 如 : 

设 f(x) 在 [a，+% ) 上 连续 , 在 (a，+%) 上 


可 导 ， 且 /a)= lim f(x)， 则 存在 ge (a，+%)， 





































































































De 





使 得 f(&)=0. 

设 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 二 阶 可 
导 ， 且 对 于 a<c<5b5 有 f(a)=f(c)=f(b)， 则 存在 
ge(a,b), 使 得 /"(é&)=0. 

3.3 ” 拉 格 朗 日 中 值 定理 

设 /(x) 在 [a, 5b] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 ， 
则 存在 &e (a, 6b) ,使 得 

f(0) -fa)=f "(8) (5 -a). 

3.4 积分 中 值 定理 
设 /(x) 在 [a, 5] 上 连续 ， 则 存在 Ee[a, 5]， 











使 得 f(x) dx =/(é) (5 -a). 

注 积分 中 值 定理 有 以 下 的 推广 形式 ， 

设 f(x) 在 [a, 6] 上 连续 ，g (x) 在 [a, 5] 上 可 
积 且 不 变 号 , 则 存在 & e [a, 5], 使 得 
| /gC ae = /8) | glx) dr. 

4. 定 积分 的 计算 

定 积 分 计算 的 基础 是 定 积分 基本 性 
积分 公式 及 牛顿- 莱 布 尼 区 公式 ， 还 应 掌握 一 些 计 
8 



































算 方法 ， 以 快捷 地 算出 定 积 分 . 
4.1 换 元 积分 法 


如 果 [fx) dr 三 ececoD)au(o)， 则 作 变 量 
代 换 1=u(s) 得 】，s(Ddi, 由 此 当 它 容 易 计算 时 ， 


就 算得 f(x) dx 





如 果 | /Ce) dx 不 能 作 上 述 处 理 时 ， 则 作 适 当 


的 变量 代 换 + = p (1), 使 得 [rar = 





Ae(D)e'(D) ,因此 当 有 边 定 积分 较 易 计 
算 时 ， 就 可 算出 [fa 


此 外 ， 有 时 对 7 = | /x)qs 作 适 当 的 变量 代 
换 ， 得 到 关于 7 的 一 个 方程 ， 解 此 方程 得 到 了 = 
[fa 的 值 ， 或 者 将 [rod 表示 成 rod + 





用 A) dr, 对 其 中 一 个 ， 例 如 ra) ds 作 变量 代 换 


.9. 








而 产生 一 个 新 的 定 积分 与 /x) dx 抵消 ， 从 而 算 


出 | ad 
4.2 分 部 积分 法 


b b | 了 
[am = fas) EEE 


u(x)v(x) | — fo) qu). 


妇 


一 | 
y 





果 | oC) du) 较 易 计算 ， 则 可 算出 rod 








有 时 ， 对 7 = | /Can)ax 连续 使 用 若干 次 分 部 积 











分 法 后 得 到 关于 /的 一 个 方程 ， 解 此 方程 得 到 / = 
1 roax 的 值 ; 或 者 将 工 表示 成 [f(x)dx + 





六 CDae 对 其 中 之 一 ,例如 (x) dx 施行 分 部 





积分 法 产生 的 一 个 新 的 定 积分 与 | 及 (*) dx 抵消 ， 


由 此 算得 7 = [rd 的 值 . 


.10. 





此 外 ， 分 部 积分 法 往往 与 换 元 积分 法 相 结合 ， 
有 效 地 计算 定 积分 . 
4.3 利用 奇 、 偶 函数 和 周期 函数 的 定 积 分 性 
质 计算 
设 拟 x) 是 [ -a,，a] 上 的 连续 函数 ， 则 
0， 当 f(x) 是 奇 函数 时 ， 





| fe) dx = 





2[ /0x) de， 当 /(x) 是 个 函数 时 


设 f(x) 是 连续 函数 ， 且 以 7T(7>0) 为 周期 的 
周期 函数 ， 则 


[re = [0 = [fe (0 RF), 

















[AV = a A = "ff i 


妆 5. 二 重 积分 与 三 重 积分 的 计算 
5.1 二 重 积分 的 计算 方法 
设 f(x, y) 是 有 界 闭 区 域 D 上 的 连续 函数 ， 则 


二 重 积分 J/(x, y) do 可 按 以 下 步骤 计算 : 














(1) 画 出 D 的 简 图 ， 根据 D 的 对 称 性 ， 化 简 
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人 rs pao : 
当 D 具有 某 种 对 称 性 时 ， 如 果 f(x, y) 在 对 称 点 























处 的 值 互 为 相反 数 ， 则 (x, y)do = 0; 如 果 f(x, y) 


在 对 称 点 处 的 值 彼此 相等 , 则 jx, y) do = 





2 人 As, y)de (其 中 疡 是 九 按 对 称 性 划分 成 的 两 部 分 
六 河 
记 化 简 后 的 二 重 积分 仍 为 Kx, y)do. 


(2) 根据 DD 将 二 重 积 分 转换 成 二 次 积分 : 
如 果 DD = | (x, y) [yx)y (x), a 


x 三 b| (XX- 型 ), 则 
| p20 本 
和 Die = | fr, Do 
如 果 D = { (x， y) [xi(y)% <%,(y), cE 
y dj (了 - 型), 则 
d x2()) 
x do = |d (x x; 
hs, yee = [a fe Das 
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如 果 DD 是 以 原点 为 顶点 的 角 域 
{(r, 0) |r(0)<r<r,(0),0<0, <0<0,< 
27| , 用 极 坐 标 计算 ， 此 时 


gy pr2(0) 
fs, y)do = | dg| flreos 0，rsin 0)rdr. 
01 (9 





























如 果 D 不 是 上 述 三 种 形式 的 积分 区 域 ， 则 用 
若干 条 与 y 轴 平 行 的 直线 (或 与 x 轴 平 行 的 直线 ， 
或 从 原点 出 发 的 射线 ) 将 D 划分 成 若干 小 块 ， 使 每 
一 块 为 立 型 (或 庆 型 ,或 角 域 )， 然 后 把 每 一 小 块 
上 的 二 重 积分 化 为 二 次 积分 . 

(3) 计算 二 次 积 4 

例如 ， 对 于 [ef A y)dy, 先 将 x 看 做 




















es 








[a4 上 的 某 个 国定 点 计算 定 积分 /x,y) 中 


也 p(w) ,然后 再 计算 定 积分 | g() a 


5.2 三 重 积 分 的 计算 
设 f(x, y, z) 是 空间 有 界 闭 区 域 0 上 的 连续 函 


数 ， 则 三 重 积分 用 /x,y,z) dv 可 按 以 下 步骤 计算 : 
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(1) 根据 2 的 对 称 性 ,化 简 用 (s, y, do 
0 

















当 Q 具 有 某 种 对 称 性 时 ， 如 果 f(x, y, z) 在 对 称 
点 处 的 值 互 为 相反 数 ， 则 用 Ax, y,z)dv = 0; 如果 
0 








flx,y,z) 在 对 称 点 处 的 值 彼 些 相等， 则 
rs, y, 2)dv = 2 由 ns， y, z)dv (其 中 避 是 0 按 
0 nl 


对 称 性 划分 成 的 两 部 分 之 一 )， 
化 简 后 的 三 重 积分 仍 记 为 有 fx, y, z) do. 





(2) 根据 2 将 三 重 积分 转换 成 一 个 定 积分 与 
一 个 二 重 积分 . 

这 里 有 “ 先 一 后 二 ”和 “ 先 二 后 一 ”两 种 转换 
方法 . 

例如 ，2Q = {(x,y,2) | 有 (x, 7) 2<% (x, )), 
(x,y) e D,1 (其 中 D, 是 0 在 x0y 平 面 的 投影 )， 则 




















fe di ee = 
0 Day 21 CX, 7) 


后 二 ”). 
又 如 , 2 = {(x,y, zy) EeeDcecs<szsdl| 
.14. 





(其 中 D., 是 2 的 竖 坐 标 为 z 的 截面 在 xOy 平面 的 投 
影 )， 则 




















用 rs， y, 2)dv = [aes, y, Zz)do(“ 先 二 后 一 ”). 
0 D: 


此 外 ， 当 0 是 角 域 的 一 部 分 1(r，9，e) | 
ri(0,9) rr,(0, 9), p(0) < oo < 9,(0), 
0 三 9 6,1 时 ， 用 球面 坐标 计算 ， 此 时 























02 92(0) r2(0,9) 
ees, y, 2)dv = | dg| dp| flrcos gsin p， 
2 91 1(0) r1(0,9) 
rsin 0 sin 9 ,reos 9)r sin pdr. 
(3) 计算 以 上 各 式 右边 的 积分 . 
22(%, )) 
例如 ,对 于 ao ”Ax,y, dz, 先 将 
Dy z1(x, )) 


(x,y) 看 做 D 上 的 某 个 固定 点 ,计算 定 积分 
Ky Dg(x, 3) ,然后 计算 二 重 积 
7) 


2Z1(%, 


分 ee， y) do. 


女 6. 格林 公式 和 高 斯 公式 
6.1 格林 公式 
设 刀 是 以 光滑 或 分 段 光 滑 闭 曲线 C 为 边界 的 
平面 闭 区 域 , 函数 P(x, y), 0(x, y) 在 D 上 有 连续 
四 1S 四 














的 偏 导数 ， 则 
je D+ 0 DW = -Ep 


其 中 左边 和 曲线 积分 是 治 C 的 正 向 . 

关于 坐标 的 平面 曲线 积分 , 往往 可 用 格林 公式 
作 快 捷 计 算 . 

注 (i) 如 果 工 不 是 闭 曲 线 ， 则 计算 


| Ps， y)dx +O(x,y)dy 时 , 可 以 适当 添上 一 曲线 
y, 使 得 一 +y 构成 团 曲线 (不 妨 设 其 为 正 向 ) , 则 可 
如 下 那样 应 用 格林 公式 计算 P(x, y)dx + 


Q(x, y) dy: 
































P(x, y) de + Q(x, y) dy 


= fP, y)dx + Q(x, y)dy 一 Pr y) dx 
+ Q(x, y)dy 
0 oP 
人 六 jao je War + Qtrs 让 
(其 中 DD, 是 由 六 +y 围 成 的 闭 区 域 ). 


(站) 当 5 或 在 闭 区 域 Dp 的 内 部 有 不 连续 























. 16 . 


点 (xo, 加) 时 , 则 计算 $P(z, y) dx + Q(x, y)dy(C 


是 万 的 正 向 边界 ) 时 ,可 以 作 一 位 于 万 内 部 的 包 
围 点 (%,, %) 的 闭 曲线 C,( 方 向 为 负 向 ) , 于 是 


和 co y) de + Q(x, y) ey 




















= $f Px, dr + OC, dy - [P(x, 9) dr 
a 
J (= yo io | jae ot 


(其 中 D, 是 由 C+ Co 围 成 的 闭 区 域 ). 

6.2 高 斯 公式 

设 空间 闭 区 域 刀 由 光滑 或 分 块 光滑 的 闭 曲面 了 
成 , 函数 P(x, y, z), Q(x,y, z), R(x, y, z) 具有 连 
续 的 偏 导 数 , 则 
$ P(x, y, z)dydz + Q(x, y, z) dzdx + 


尺 外侧 ) 


oP 00 aR 
R(x, y, z)dxdy = (到 + jac 
中 Ox oy 0z 


关于 坐标 的 曲面 积分 , 往往 可 用 高 斯 公式 作 快 
捷 计 算 . 
注 〈 i ) 如 果 $ 不 是 闭 曲 面 , 则 计算 [P(x,y， 
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z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z) dxdy 时 , 可 以 

适当 添上 一 块 曲 面 S,, 使 得 5 + So 构成 闭 曲 面 (不 妨 

设 其 为 外 侧 ) , 于 是 可 如 下 那样 应 用 高 斯 公式 计算 
人 ee， y, z)dydz + Q(x, y, z) dzdx 十 


3 


R(x, y, z) dxdy 
= payds + Qdzdx + Rdxdy -Paydz+ 


S+S0 50 















































Qdzdx + Rdxdy 
= 由 (于 -0 a ja payas + Qdzdx + Raxdy, 
no Ox 02z 0 





0y | 
其 中 局 是 由 S + 5 围 成 的 空间 闭 区 域 . 


(站 ) 当 2,99， 经 在 空间 有 界 闭 区 域 Q 内 有 
Ox gy 0z 


不 连续 点 (0, mi， 及) 时 , 则 计算 P(x, y, z)dydz + 


Q(x, y, 2)dzdx + R(x, y, z) dxdy( 其 中 上 是 2 的 边 
界 的 外 侧 闭 曲面 ) 时 , 可 以 作 一 位 于 0Q 内 部 的 、 包 围 
点 (xz 和, 2) 的 闭 曲面 马 (方向 为 内 侧 ), 于 是 


pcs, y, z)dydz + Q(x, y, z) dzdx + 












































R(x, y, z) dxdy 
= Paydz + Qdzdx + Rdxdy - | Pdyds + 


E+30 20 
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Qdzdx + Rdxdy 
时 和 (和 | v 2 )ho Jeoe: + Qdzdx + Rdxdy. 


其 中 , 人 2 是 由 3+ 叉 围 成 的 空间 闭 区 域 . 
太 7. 窜 级 数 的 收敛 域 与 和 函数 的 计算 


7.1” 窜 级 数 》a,x" 收敛 域 的 计算 方法 


n=0 




















收敛 域 不 为 101 的 震级 数 》 wx 的 收敛 域 可 
按 以 下 步骤 计算 : 
(1) 用 以 下 方法 算出 yu ar 的 收敛 区 间 ， 


n=0 


(或 lim /Ta 存在 为 p, 则 当 





Qn+l 





如 果 1lim 
ER 











a 


n 





p 0 时， 六 oa 的 收 伍 区 间 为 ( - 工 , 十 上当 


n=0 


p = 0 时 ， > oz 的 收敛 区 间 为 (-  ，+ o ). 


如 果 1lim 


a 


n+l 





(或 lm TD) 不 存在 (例如 








n 


Saw' 是 缺 项 宕 级 数 ) 时 , 将 > ax" 理解 成 
下 三 你 n=0 
沙 壮 区 


u(x)( 其 中 对 n = 0, 1, 2,…, u(x) 不 恒 为 
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零 )， 然 后 计算 lim 


TA 





(2) 由 收敛 





Un+l (%) 
u, (x) 





(或 lm VTw(x) 站 ， 


果 它 们 为 p(x), 则 收敛 区 间 为 |x |p(x) < 11. 


区 间 计 算 收 敛 域 : 





当 Ya 的 收敛 区 间 为 (-w，+ o ) 时 , 收 


n=0 


敛 域 也 为 (- o ， 


+ oo ). 





当 >》 wx 的 收敛 区 间 为 ( - R, R) (R > 0) 时 ， 


n=0 


考虑 》 um 在 点 x = -R, 及 处 的 收敛 性 , 将 其 中 的 


n=0 


收敛 点 并 入 收敛 


区 间 即 得 收敛 域 . 





7.2 ” 窜 级 数 > a,x” 的 和 函数 的 计算 方法 


宕 级 数 》 a 


(1) 对 a 


> wx" 的 各 项 同 乘 以 一 个 常数 或 x*, 或 者 提出 一 


n=0 


,x" 的 和 函数 可 以 按 以 下 方法 计算 


,x" 进行 适当 的 代数 运算 (例如 , 将 





个 常数 或 x**, 这 里 为 正 整 数 ) , 或 作 适当 的 变量 代 











换 , 使 其 成 为 常用 函数 ( 指 e*，sin ax，cos ax， 
ln(1 + ax),， (1 +ax)*, 这 里 a, 都 是 常数 ) 的 麦 
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克 劳 林 级 数 ， 从 而 求 得 > wx 的 和 函数 ， 有 时 将 


n=0 


wx" 表示 成 几 个 每 级 数 之 和 ,然后 对 每 个 曙 级 


n=0 


数 都 作 以 上 处 理 , 由 此 算得 ax 的 和 函数 











(2) 对 > wx 在 收敛 区 间 内 进行 求 导数 或 二 


n=0 


阶 导 数 , 或 在 收敛 域 上 积分 , 即 


(> ox), (> ow yr Pards, 
使 其 成 为 某 个 常用 函数 的 麦克 劳 林 级 数 , 然后 通过 积 
分 、 二 次 积分 或 求 导 算得 》 wx 的 和 函数 
娘 8. 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 求解 
设 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 
+py +qy =/(x) (PP, 4 是 常数 , 凡 xz) 是 已 知 函 数 ) ， 
(*) 









































它 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 为 
yY +py' +qy=0. (* *) 
式 ( * * ) 的 通 解 Y 可 按 它 的 特征 方程 +pr + 
gq =0 计 算 . 
当 f(x) 是 P(x)e”, 或 ew[P, (x)cos Bx + 
. 21 . 


























0Q,(x)sin Bx]( 其 中 P(x), P(x), 0Q, (x) 分 别 是 /， 
m,n 次 多 项 式 ) , 或 它们 的 线性 组 合 时 , 则 可 按 有 关 
公式 算出 式 ( * ) 的 一 个 特 解 y .此 时 式 ( * ) 的 通 
解 为 





y=Y+y. 


高 等 数学 通关 技巧 





大 设 函 数 /(x) 在 区 间 ( - w，+ % ) 上 连续 ， 则 
曲线 y=f(x) 的 拐点 可 按 以 下 步 又 计算 . 

(1) 计算 "(x)， 并 寻找 "(x) 的 零点 与 不 存 
在 点 ， 设 为 x ，%,，…， 

(2) 如 果 在 点 x, 两 侧 邻 近 , /”(x,) 变 号 ， 则 
(xi， f(zxi) ) 是 曲线 y=f(x) 的 一 个 拐点 ; 否则 不 是 
曲线 y=f(x) 的 拐点 (i=1,2,…,n). 




















友 设 窜 级 数 > cx” 的 收敛 半径 为 R>0， 则 


n=0 





其 逐 项 求 导 或 逐 项 积分 后 的 震级 数 > ne,x"! 与 
》 -x"*! 的 收敛 半径 仍 为 民 


A n+t+l 
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娘 对 于 二 重 积分 ‖ Kx, 7) dxdy， 如 果 D 是 角 
域 的 一 部 分 ， 通 常 都 利用 极 坐标 计算 这 个 二 重 积 
分 ， 即 

| aray 三 preos0 ,rsing) rdrd0 


这 里 特别 要 注意 的 是 dxdy = rdrd9， 而 不 是 
dxdy = drd0. 

克 对 a>0,， 有 

0， f(x) 是 奇 函 数 ， 

| Mad = | 











痕 
2 A(#) dr, /Cx) 是 偶 函 数 


如 果 /x) dr 收敛 , 则 以 上 公式 对 = + 
也 成 立 . 
设 积分 区 域 有 某 种 对 称 性 ， 则 
rs, y, 2)dxdydy = 
0 
0， 当 几 zx, y, z) 在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 ， 
bm y，z) dxdydz， 当 f(x,y,z) 在 对 称 点 处 的 值 彼此 相等 ， 


其 中 心 是 0Q 按 其 对 称 性 划分 成 的 两 部 分 之 一 . 
去 应 记 住 ， 二 元 函数 所 zx，y) 在 点 (x，y) 处 方向 
导数 的 最 大 值 为 | gradf(x, y) |， 于 是 
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计算 f(x, y) 方 向 导数 最 大 值 ， 就 是 计算 
|gradf(x,，y) | 的 最 大 值 (无 条 件 极 值 问 题 ) ; 
十 算 f(x,y) 方 向 导数 在 曲线 C 上 的 最 大 值 ， 
ti 是 计算 | gradf(x，y) | 在 曲线 C 的 方程 为 约束 条 
件 下 的 最 大 值 (条 件 极 值 ). 
克 对 于 曲线 y=y(x) ， 如 果 极 限 


a = lim Y(%) 与 b = lim[y(x) -ax] 
ze ro 


都 存在 ， 则 该 曲线 有 非 铅 直 渐 近 线 y = ax +b. 
曲面 R(x*，y，z) =0(F(x,，y,z) 具 有 连 绪 
偏 导 数 ) 在 其 上 的 点 (x。，%， 有 w) 处 的 切 平面 方 
程 为 
F(xo,Y0,20) (% — Xo0) + F(xo,Yo ,20)(y —Y0) + 
F'(xo,yo,20) (2 -20) = 0. 
特别 地 ， 曲 面 z==f(x,y) (f(x,y) 具 有 连续 仿 
导数 ) 在 其 上 的 点 (x0, yo, 20) (其 中 20 二 
f(xo，Yo) ) 处 的 切 平面 方程 为 
fo Koso) x -ai) +f (xo,y0)(y — yo) 
-(z-z0) =0. 
太 计 算 由 方程 f(x，y) =0 确定 的 隐 函 数 y = 
xz) 的 极 值 时 ， 总 是 先 利 用 隐 函 数 求 导 方法 算出 


入 ， 然 后 再 根据 显 函 数 求 极 值 的 方法 计算 A(x) 的 


< 





So 























































































































太 关 于 坐标 的 曲面 积分 ees, y, 2)dydz + 


Ci 0 
具有 连续 偏 导数 ) ,常用 高 斯 公式 计算 
当 王 是 闭 曲 面 (外侧 ) 时 , 应 用 高 斯 公式 得 


fe, y, aaya + Ox, y, 2) dx + R(x, ya)drgy 






















































































= 用 ( 半 + 中 + 四)4。 (2 是 由 了 围 成 的 立体 ). 
DOox 0r 0z 
当 卫 不 是 闭 曲 面 时 , 适当 添加 一 块 曲面 马 , 使 


得 + 是 闭 曲面 (不 妨 设 其 为 外 侧 ， 当 +5 为 


内 侧 时 , 则 有 Paydz + Qdzsdx + Rdvdy = 
+51( 内侧) 


-用 pardz+r odzdr + Rdxdy) ,然后 应 用 高 斯 


3+51( 外 侧 ) 
公式 得 





























py ss) dyds + O03 5) dedr + RCsy,2) drdy 





= Pad + odzdr + Rdxdy - | Paydz + Qdedre +Rdxdy 
J 3 


2+31 


= h + 2 jd [eve 





2S. 





Qdzdx + Rdxdy (其 中 心 是 由 + 马 围 成 的 立体 ). 


六 狄 利克 雷 收 敛 定理 : 

设 /(x) 在 [ -1, 中 上 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 
和 有 限 个 极 值 点 ， 则 (x) 的 傅 里 叶 级 数 的 和 函数 
S(%) 是 以 21 为 周期 的 周期 函数 ， 其 中 在 一 个 周期 
[ -1, 1] 上 有 


FL ) +f)], “ee (-10D， 









































S(x) = 











FD) tA)] ,x = -LL 
太 由 参数 方程 | =-x(9 ,表示 的 函数 y = y(a) 
y=7(1) 
的 二 阶 导数 应 按 公 式 

d /dy dy 

dy dt 守 ) 4( 计 ) 

dx dr © dx 

dt 


太 当 定 积 分 的 被 积 函数 中 有 积分 上 限 函 数 的 
因子 时 ， 总 是 先 用 分 部 积分 法 ， 去 掉 被 积 函数 中 的 
积分 运算 . 

友和 斜 渐 近 线 y =ar+ 的 计算 公式 是 


4 = lim 下,b = lim(y -ax)( 当 以 上 某 个 极限 不 存 


X%—*%0 % 


在 时 应 考虑 x 一 + % 与 x 一 - o 时 的 极限 ) . 
。 26 . 























女 二 元 函数 的 xz，7) 在 点 (xm ，7Wm ) 处 可 微 的 定 
义 如 下 : 

设 函 数 拟 xz，y) 在 点 (xzo，yo ) 的 某 个 邻 域内 有 
定义 . 如 果 
fx,y) = fx0,y0) + AC(x -x0) +BY -yo) + 

ol V(x-%0) + (yy)), 
其 中 4, B 是 常数 ， 则 称 f(x,，y) 在 点 (x%。，%) 处 
可 微 . 

友 当 要 同时 计算 三 元 可 微 函 数 A(x，y，z) 的 三 
个 偏 导数 时 , 总 是 从 计算 全 微分 df 和 人手, 特别 是 当 
/是 x，y, z 的 三 元 复合 函数 时 , 采用 这 一 方法 将 使 
计算 快捷 . 

六 设 f(x,，y) 有 具有 二 阶 连续 偏 导数 ，(x。，yo) 
是 它 的 可 能 极 值 点 , 且 记 4 =f (wo, y0), B=fY 
(x0 0); C=f%(%0, yo) ， 则 (xu ， yo ) 是 f(x， y) 
的 极 小 值 点 ( 极 大 值 点 ) 的 充分 条 件 是 

AC-B >0 与 4 > 0(4 < 0). 


关于 坐标 的 曲线 积分 P(x, y) dx + Q(x， 
dy， 当 工 不 是 闭 曲 线 时 , 适当 添上 一 段 曲 线 已 ， 
使 得 L+ 万 是 闭 曲 线 (不 妨 设 为 正 向 ) , 由 此 即 可 使 
] 格 林 公 式 快捷 计算 [P(x,y)dx + O(x,y)dy: 
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[p(sy) ds + Q(x,y)dy = | P(x,y)dx + 


L+Ll 


Q(x dy - [P(x ) dr + Q(x,9) dy 





Dp Ox 0 


=『(22 好 jc JPGrs)dz + Q(x,y) dy, 








其 中 妃 是 由 L+L 围 成 的 闭 区 域 . 
如 果 六 a(x - mm)" 的 收 化 区 间 为 ( - %， 
+ % ) ， 则 收敛 域 也 为 ( -oo ,+ % ) 


oo 


太 如 果 > o,(z - mm)" 仅 在 点 x = 处 收敛， 


n= 


则 收敛 域 为 | x1 ; 
如 果 Si - 2) ”的 收敛 区 间 为 (zx -RR， 


n=0 


xo +R) (R 是 某 个 正 数 )， 则 收敛 域 为 该 区 间 及 其 











(让) 点 x=0 处 ， 所 给 宕 级 数 收 敛 的 证 明 : 
由 于 |a,| 单调 减少 收敛 于 零 ， 所 以 1a, | 是正 
项 数列 ， 从 而 当 x = 0 时 ， 所 给 短 级 数 成 为 交错 级 


数 > ( -1)"a, ， 由 莱 布 尼 茨 定理 知 》(- 1)"a， 


n=1 
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女 设 二 元 困 数 ALx，7y) 在 其 驻 点 (xo，7o ) 的 某 
个 邻 域内 具有 二 阶 连续 偏 导 数 ， 则 f(x,。，%o) 是 
f(x，Y) 的 一 个 极 小 值 ( 极 大 值 ) 的 充分 条 件 是 
24 yo) >0 (fu(xo, yo) <0), 
Ja yo )frk xo, yo ) — [f(xo, 各) > 0. 
六 当 f(x) 与 g(x) 在 [a, 5] 上 连续 时 ， 如 果 
f(x) <g(x)(xe (a, 5)), 则 
| fs) ar < | g(r. 
当 f(%) 与 g(x) 在 (a, 5] 上 连续 时 ， 如果 =a 
是 f(x) 与 g(x) 的 瑕 点 , 但 [fax 与 | g(x) dx 都 
收敛 , 并且 f(x) <g(x)(xe(a, 5))， 则 
[MOKE < [ers 
太 如 果 F(x),，F, (x) 都 是 分 布 函 数 ， 则 
F(x)F(x) 也 是 分 布 函 数 
太 要 记 住 题解 中 使 用 的 初等 数学 公式 对 任 
意 实数 a, b 有 















































max|a, bl! ee la-bl| ),， 


2 


min|a, b| = 于 (at+b- la-bl ). 


疤 以 下 的 平面 曲线 弧 长 计算 公式 : 
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x =x(t) 汪 
y=7y(t),， 
的 弧 长 * = 上 VI D+ 0) Jd. 

设 曲 线 方程 为 y>=Ax)(xz sxs<xi)， 则 它 的 弧 
长 ;= | V1+[F xz)] dx. 

设 曲 线 方 程 为 -=r(0) (0,<0<0,)， 则 它 的 弧 
长 *= | VFO TCD 了 dg， 

太一 阶 线性 微分 方程 y+p(x)y =gq(x) 的 通 解 
公式 为 

y =ePou(C+ fa(s)eP eds), 

其 中 出 现 的 不 定 积 分 都 取 原 也 数 . 

女 判 别 数列 极限 存在 ， 有 两 个 准则 ， 它 们 是 


准则 工 _ 设 有 数列 jz， ，|4z | ， 它 们 
满足 yx a (n=1,2,.…), 8 liny, 


设 曲线 方程 为 


(to tt ), 则 它 















































ts 4 则 ln -4 
准则 开 单调 不 减 有 上 界 或 单调 不 增 有 下 界 
数列 必 有 极限 . 

友 无 界 函 数 反常 积分 收敛 性 的 判别 法 则 : 

设 函 数 扩 x) 在 (a, 5] 上 连续 ,上 且 f(x) =0， 但 
limf(%) = %. 如 果 存 在 常数 0<gq<1，, 使 得 
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lim (x -oa 存在 ， 则 反常 积分 | sadx 收 全 
如 果 lim (x -a)/(z) 为 正 数 或 无 穷 大 ， 则 反常 积 分 





We 0 i 则 有 
2 (e+ Do)= [fo 


(积分 和 式 ) 
六 应 熟练 掌握 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 
方程 





lim 2 
A 





y +py' +q9y =f(x) 
(其 中 p,q 是 常数 ,， f(x) =P (x)e™ 或 [P(x) 
cos Bx+0Q,(x)sin Bxje”", 这 里 P(x), P(x), 0, 
(x) 分 别 是 m，1,，n 次 多 项 式 ) 的 通 解 计算 方法 . 


六 关于 面积 的 曲面 积分 | na, y, z)dS( 其 中 ， 


8:z = zl(x, y)),， 总 是 将 它 化 为 二 重 积分 计 
算 , 即 


| Fx,y2)ds = 


hr) i+ (EE) + (ju, 
其 中 ， 也 ,是 上 3 在 x0y 平 ny g 























[hill 
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本 97 a 
太 如 果 要 计算 的 是 2 与 ,而 不 只 是 
Ox OXx9Yy 








则 宜 采 用 以 下 方法 快捷 计算 ; 














因为 9( 5)= dx， + ao 


=dfi(x, xy) +d[ yf (x, xy)] 
=fudx +fod(xy) +frdy +ydf, 
= 如 dx +f(ydx txdy) +f, dy+ 
ylfodx +fr (ydx +xdy) ] 
= (fo +2yf + yfY) d+ 
(Xf +fy + xyfr) dy, 


OZ 全 天 9 ?2z 
上 = f/f" + 2 十 入 请 
所 以 ， 3 = fut Df + Y fo, EE 








= Xf + 
fo + yf 
六 寻 找 x 一 xo 时 函数 h(x) 的 等 价 无 穷 小 的 步 
( i ) 作 变 量 代 换 1 =x -x。， 按 以 下 方法 寻找 
g(t) =h(t+ww) 在 i>0 时 的 等 价 无 穷 小 : 
(a) 利用 常用 函数 在 一 ”0 时 的 等 价 无 穷 小 : 
snt~t, arcsnt~t, tan t~t, arctan t ~1, 


ln(1+b ~1, e -1~t, (1+1)”* -1~m(n#0), 























1 
1 -cost~—t. 


2 
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(b) 利用 常用 函数 的 麦克 劳 林 公 式 : 寻 *0 时 














In(1 +1) =t 2 十 (一 1)” 1" +o(1") 








(1+2)*=1 + He 1 
化 太一 1) n+l), +o(1"). 


nl 











(站 ) 在 上 述 gp(1) 的 等 价 无 穷 小 中 令 1=* - 
xo， 即 得 x 一 xo 时 有 h(x) 的 等 价 无 穷 小 . 

女 在 计算 二 重 积分 或 比较 两 个 二 重 积分 大 小 
时 ， 总 是 先 按 积分 区 域 D 的 对 称 性 化 简 二 重 积 
对 于 二 重 积分 |/(x,y) dr， 则 在 以 下 3 种 情 














(i) 当 D 关 于 x 轴 对 称 ， 且 f(x, y) 在 对 称 
点 (x, 7) 与 (x，-y) 处 的 值 互 为 相反 数 (或 彼此 相 
等 ) 时 ; 

(站) 当 D 关 于 y 轴 对 称 ， 且 f(x,，y) 在 对 称 
点 (x, 7) 与 ( -x, y) 处 的 值 互 为 相反 数 (或 彼此 相 
. 33 . 








等 ) 时 ; 

(这 ) 当 万 关于 直线 y=x 对 称 ， 且 xz，7y) 在 
对 称 点 (x，y) 与 (y，x) 处 的 值 互 为 相反 数 (或 彼此 
相等 ) 时 . 


均 有 |r, y)do =0 


























(jx, mac= ?Ke ae, Di 是 DD 按 其 
对 称 作 划分 成 的 两 部 分 之 一 } 

太 积 分 上 限 函 数 F(x) = 人 7(z) dt 具有 以 下 

(i) 设 f(x) 在 [a, 5] 上 可 积 ， 则 F(x) 在 
[a, 5] 上 连续 . 


(站 ) 设 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ， 则 F(x) 在 
[4a, 6] 上 可 导 , 且 F(x) =/(x). 


太 对 于 抽象 的 正 项 级 数 > wu 的 收敛 性 判别 ， 


往往 使 用 比较 判别 法 . 
此 时 需 对 心 作 适 当 放 大 与 缩小 , 寻找 一 个 正 项 


级 数 > (作为 比较 级 数 ) ， 
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如 果 存 在 收敛 的 正 项 级 数 >ww， 使 得 
u, vn = 1,2,), 则 Du 收敛 ; 
如 果 存 在 发 散 的 正 项 级 数 > wm， 使 得 


v, un = 1,2,..…), 则 Sw 发 散 . 
关于 缴 长 的 (平面 ) 曲线 积分 都 按 以 下 公式 
转化 成 定 积分 后 计算 : 设 J(x，y) 是 连续 函数 ， 则 
线 工 是 光滑 曲线 ， 则 
Ci) BL: y=y(z) (a<x<h)N, 
Nxs7)as = | frsy(#)) Vi + Ey Cx) Ta, 





ee x=x(t), 、 

(1) 当 L: | (4 tt ) 时 , 
[fees = | fx) 0) VEO TP + yO Ta 
(这 ) 当 Z: r=r(0) (0<0) 时 ， 
Arp) = | f(r( 0) cos 0,r(0)sin 0) 
Vr (0) +[r (9)]2d0. 
六 应 熟练 掌握 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 
y +py’ +qy =f(%) 
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(其 中 p,q 是 常数 ， f(x) 为 e* P, (x) 或 e* 
[Oo (CD «cos Br + R(x)sin Br], P,(x), 0,(x), RB 
(x) 分 别 是 a，m， 1 次 多 项 式 ) 的 通 解 的 计算 方法 
太 收 合 数 项 级 数 》 uw 的 和 $s， 有 以 下 两 种 党 
| 计算 方法 ; 
( i) 计算 部 分 和 数列 S,，= > w(n = 1,2， 
…) 的 极限 , 即 S = lim5,. 




















(站 ) 构造 宕 级 数 > wx", 算出 它 的 和 函数 


人 si) 如 果 x = 1 在 Kaz) = > ww" 的 成 立 范围 内 ， 
则 S = f(1). 

六 梯度 定义 如 下 : 

设 函 数 f(x, y) 在 点 (%。，%”%) 有 连续 偏 导 
数 ， 则 














grad f(x, y) 
(x0,70) 


=(f(x0, 0), hb (ps yo) ) 
= 大 (2， Yo)i+tf’ (xo, yo 
设 函 数 f(x， 》， z) 在 点 (xo， 》o， a) 有 连续 仿 
导数 ， 则 


gradf(%, y, z) 














(x0,70,20) 
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=(A(xo， yo, 20), f’ (m0, yo, 20), f(xo, Yo, 20)) 
=f' (x0, Yo, 20)i +fy (x0, yo, Zo tfi(xo, yo, zo)k. 
太 设 p(x) 是 以 7T(T>0) 为 周期 的 周期 孙 
数 ， 且 是 连续 函数 ， 则 它 的 以 下 的 定 积 分 性 质 
应 记 住 : 
(i) 对 任意 实数 a, p(s) dx = | w(z)dr = 


a 





了 


| res) dx. 


(也 ) 对 任意 整数 n， | oa) dr 二 nf pC) dx 




















( 道 ) | w(o)d 是 以 了 为 周期 的 周期 函数 的 充 


分 必要 条 件 是 | pe = 0. 


友 应 熟 记 以 下 的 常用 等 价 无 穷 小 : 
x 一 0 时 ， 


sin x~xX, tan x ~xX, arcsin x ~X, arctan x ~x, 

















ot a 
(1 +0)* 1 ux (M0), 1 -eos 4 ~ 
太 对 曲线 y=y(x) ， 如 果 极 限 
a= lm 与 6= lim [y(z) -ax] (1) 
都 存在 ， 则 直线 y = ax + 是 曲线 y=y(x) 的 非 铅 



































直 渐 近 线 . 
如 果 a 或 5 不 存在 ， 则 应 对 式 (1) 分 别 考虑 
x 一 +w% 和 x 一 一 % 的 极限 . 
友 二 元 连续 函数 g(x*，y) 在 有 界 闭 区 域 六 上 有 
最 大 值 W 和 最 小 值 wm， 它们 的 计算 步 又 : 
(i) 计算 g(x, y) 在 D 的 内 部 的 所 有 可 能 极 
值 点 ， 设 为 (x， is (By Ts yy (ws Weds 
算出 对 应 的 函数 值 ( 即 可 能 极 值 ) g(x,，yi)， 
8(%2, y2), ***, BK, Ya). 
(站 ) 计算 g(x, y) 在 D 的 边界 上 的 最 大 值 My， 
与 最 小 值 mW (有 时 这 一 最 大 值 与 最 小 值 可 以 用 计算 
条 件 极 值 方法 算出 ， 此 时 也 的 边界 曲线 方程 即 为 
约束 条 件 ). 
() M=max|lg(%, 7), gx, 3), 
g(x,, y,), Mil, 
m= min|g(%, 71), g(%, 7), es 
g(X, F714), ml. 
六 (1 了) 点 村 (xo，yo，z6) 到 平面 Ax + By + 
Cz+D =0 的 距离 公式 为 


|Ax+By+Cz+D | 


VLBIC lm 





d 





x-a_y-b 


! m 





(li) 点 M(xo， yo0， zo ) 到 空间 直线 
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=2 一 的 距离 公式 为 
| 4, m, n) x(a—-xo, b-y, Cc-20) | 
Vl +m +n | 
大 在 计算 二 重 积 分 |/(x，y) do 时 ， 应 按 积分 





d 





区 域 Dp 的 对 称 性 进行 化 简 . 常见 的 区 域 对 称 性 有 : 
( i) DD 关于 % 轴 (或 y 轴 ) 对 称 ， 则 (x,，y) 在 


处 的 值 ， 互 为 相反 数 时 ,f(x，y) do =0; 彼此 相 

















等 时 ,| /x,y)do =2 和 Ms，y)dc(D 是 按 对 称 
性 将 D 划分 成 的 两 部 分 之 一 ). 

(这 ) D 关 于 原点 对 称 ， 则 (4，y) 在 对 称 点 
(x, 7) 与 ( -x，-y) 处 的 值 ， 互 为 相反 数 时 ， 
人 rssmac = 0; 彼此 相等 时 ,f(x, 3y) do = 


2 有 as ,y) do(D, 是 按 对 称 性 将 D 划分 成 的 两 部 
分 总 = 

(下 ) DD 关于 直线 y=x 对 称 ， 则 f(x,，y) 在 对 
称 点 (x，y) 与 (y, *) 处 的 值 ， 互 为 相反 数 时 ， 
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sp) qr = 0， 彼 此 相等 时 /f(x,y) do = 





2]x,y) do(D, 是 按 对 称 性 将 D 划分 成 的 两 部 分 


之 后 ; 
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线性 代 数 

六 9. 向 量 组 的 线性 相关 性 的 判定 

9.1 向 量 组 线性 相关 与 线性 无 关 的 判定 

判定 向 量 组 aw , % ,，…, a, 线性 相关 与 线性 无 
关 可 以 按 定义 进行 , 即 如 果 存 在 一 组 不 全 为 零 的 
数 入 ,和 AA,，…, 入 ,， 使 得 

Ma + + +Aa.=0 (*) 

成 立 , 则 aw , % ，…， @, 线性 相关 ; 如 果 仅 当 和 A,， 
A,，…，A, 全 为 零 时 , 式 (*) 才 成 立 ， 则 am ， 
吕 ，…，w, 线性 无 关 . 

判定 向 量 组 w , % ，…, @, 线性 相关 与 线性 无 关 
还 可 以 从 计算 秩 r(aw , %，…, w. ) 人 手 , 即 向 量 组 
Qa , %，…, 4 线性 相关 (线性 无 关 ) 的 充分 必要 条 件 
是 r(@, ,i 0) <s (roa, ww，…，a)= 5). 

9.2 向量 (或 向 量 组 ) 可 否 由 另 一 个 向 量 组 线 
性 表示 的 判定 

设 向 量 B 及 向 量 组 w , @;,…, a,( 它 们 的 维 数 
与 B 相同 ), 则 B 可 由 wm , % , …, wa, 线性 表示 的 充 
分 必要 条 件 是 

ra mo， a)=Tra ma BB). 

设 向 量 组 B, , B,,…, B, 与 向量 组 al ，a ，…， 
a, (它们 的 维 数 与 B, 相同 ) , 则 B, , B,,…, B, 可 由 

. 41 . 





















































ma ,mw,…， @, 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 r(a， ， 
@ ,i =r, ,0,, Bi, Bp,, …, Bb,). 

显然 , 当 向 量 组 B, , B,，…, B, 可 由 向 量 组 mw, ， 
Q;，…, Q@, 线性 表示 时 有 

r(Bi,B;,, DB) 三 ra ah) 
当 向 量 组 B, , B,,…, B ,与 向 量 组 a ,oa ，…，aw, 等 
价 ( 即 可 相互 线性 表示 ) 时 有 

r(Bi, DB DB)= Ta， @, *, 0,). 

六 10. 线性 方程 组 解 的 结构 与 求解 

10.1 章 次 线性 方程 组 解 的 结构 

设 4 是 m xn 算 阵 , 则 

(1) 当 r(4)=n 时 , 齐 次 线性 方程 组 4x = 0 只 
有 和 零 解 . 

(2) 当 r(4) <n 时 , 齐 次 线性 方程 组 Ax = 0 
有 非 零 解 . 记 此 时 基础 解 系 为 9， ，…， 
1,_,(r =r(A)), 则 通 解 为 

xX= CM +Cm + + CN, 
(C,C,,…，C,_, 是 任意 常数 ). 

10.2 ” 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

设 A 是 m xz 和 矩阵 , 是 m 维 非 零 列 向 量 ( 称 
4 = (4 15) 为 增 广 和 矩阵 ) ,， 则 

(1) 当 r(4) > r(4) 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 
Ax = 了 无 解 . 
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(2) 当 r(4)= r(4)= 时, 非 齐 次 线性 方程 组 
Ax = b 有 了 唯一 解 . 

(3) 当 r(4) = r(4) <n 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 
Ax = b 有 无 穷 多 解 ， 此 时 通 解 为 x = Cm +C,m, + 
+C +X "(其 中 ,1m …, 1, ,是 Ax =b 
的 导出 组 Ax = 0 的 基础 解 系 , r = r(4),x” 是 
Ax =b 的 一 个 特 解 ，C,，C,，…，C,， 是 任意 
常数 ). 

女 11. 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 计算 

设 4 是 站 阶 和 矩阵, 则 4 的 特征 值 是 方程 
1AE -A|= 0(E 是 n 阶 单位 矩阵 ) 的 根 , 而 (AE - 
A)x =0 的 非 零 解 是 4 的 对 应 特征 值 A 的 特征 向 量 . 

4 的 特征 值 与 特征 向 量 有 以 下 性 质 . 

(1) 对 应 A 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线性 
无 关 . 

(2) 4 的 特征 值 A ,A,,…, 和, 之 和 为 trh, 之 
积 为 |4 |. 

(3) 设 和 ,所 分 别 是 4 的 特征 值 及 其 对 应 的 特 
征 向 量 , 则 f(A) 有 特征 值 AA) 及 其 对 应 的 特征 向 
量 &, 其 中 f(A) 是 和 的 多 项 式 . 

(4) 当 A 可逆 时 , 4 的 特征 值 全 不 为 零 . 设 和 ， 
分 别 是 4 的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 , 则 4” 


有 村 征 值 一 及 其 对 应 的 特征 向 量 志 ;4* 有 特征 值 
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J 及 其 对 应 的 特征 向 量 和 
(5) 设 入 ,分别 是 4 的 特征 值 及 其 对 应 的 特 
征 向 量 , 则 P74P 有 特征 值 A 及 其 对 应 的 特征 向 量 
己 -E 
利用 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 , 往往 能 快捷 地 
计算 矩阵 式 的 特征 值 与 特征 向 量 . 

太 12. 二 次 型 化 标准 形 与 规范 形 的 方法 

设 n 元 二 次 型 f(x , x,,…, x,)= Xx Ax( 其 中 x = 
(zi ，… ,YX,)! ,A 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ). 

12.1 二 次 型 化 标准 形 

二 次 型 Kx x,,…, x,)= x Ax 化 标准 形 有 两 
种 方法 : 

(1) 正 交 变换 法 
通过 正 交 变换 x = Qy( 其 中 y = (y,y,,，…， 
y,) ,，@ 是 半 阶 正 交 矩阵 ) , 将 f(z, x,,…,%,) 化 
为 标准 形 和 Ay? +A + + A,yi. 

这 里 的 Q@ 和 A ,A,,…, 和 A, (它们 都 是 4 的 特征 
值 ) 可 从 4 正 交 相似 对 角 化 中 算出 , 即 

Ai 
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(2) 可 道 线性 变换 法 
通过 可 道 线性 变换 x = Cy( 其 中 y = (yi， 
六 ， ,7,) ,，C 是 nn 阶 可 首 和 矩阵 ) , 将 f(x ,x,,，…， 
x, ) 化 为 标准 形 diy? + dy +… +d,y. 
这 里 的 C 和 di，, d,,…, d, 可 从 4 合同 对 角 化 
di 




















可 














d, 




















中 算出 , 即 CT4C = 具体 可 对 了/ 


进行 配方 得 x = Cy. 

12.2 ”二 次 型 化 规范 形 

将 二 次 型 Ka , x, ,…, x,) = x Ax 化 为 规范 形 
的 步骤 如 下 : 

(1) 将 二 次 型 f 化 为 标准 形 , 设 为 f = cyi + 
Cy + ee + Cy. 

(2) 当 c， > 0 时 , 令 za = Vey; 当 ol < 0 时， 
令 z = MV-cyi; 当 c= 0 时, 令 z， = ) 对 其 余 变 
量 也 同样 考虑 . 如 此 即 得 f 的 规范 形 











人 2 2 
1 2 1 2) Zt ~ Zp+2 
2 总 六 
2 tO +… +0.z 


p+gqg p+q+l Wm 


其 中 p 称 为 1 的 正 惯 性 指数 , 4 称 为 /的 负 惯 性 指数 ， 
显然 p +g = r(4). 
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惯性 定理 。 任意 二 次 型 f(x , xs, …, %,) = 
xX Ax 总 可 以 经 过 适当 的 可 逆 线 性 变换 化 成 规范 形 ， 
其 规范 形 是 唯一 的 , 与 所 选 的 可 逆 线 性 变换 无 关 ， 
即 正 平方 项 个 数 p, 负 平 方 项 个 数 g 由 j 唯一 确定 . 




















线性 代数 通关 技巧 


太 关于 nn 阶 和 矩阵 的 行列 式 有 以 下 性 质 . 
设 4,B 都 是 n 阶 和 矩阵 , 则 
(i) |14 |= rr|4 | (4 为 常数 ). 








(i)|A"|= |4|. 
(这 ) |4B|= |4| 123|. 
(iv) 设 A 是 可 省 逢 阵 , 则 |47 | = -AT 
(V) 当 n 宇 2 时 , |4"|= |41”(4" 是 A 
的 伴随 和 矩阵 ). 
， A 区 
(vi) | 和 2- 14118|， 2 - 
0 2 B 0 
(-1)"|41|B|. 


友 非 齐 次 线性 方程 组 4xz = b( 其 中 4A 是 mxn 
和 矩阵 泌 是 m 维 列 向 量 , 增 广 矩 阵 为 4) 关于 解 
的 结论 : 
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4x = b 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 r(A) = 
(A) <n; 

Ax = b 有 了 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 r(A) = 
(A) = mi; 

Ax = 了 无 解 的 充分 必要 条 件 是 r(4) > r(4). 

去 设 n 阶 矩阵 4 与 B 相 似 , 则 A 与 BB 有 相同 的 
特征 多 项 式 . 特别 有 trh4 = ttB，|4 |= |B|. 此 外 ， 

当 A 可 道 时 ,B 也 可 道 , 且 A™ ~B",A* ~B'; 

当 4 可 相似 对 角 化 时 ,B 也 相似 对 角 化 ; 

当 忆 4P = 如 (其 中 己 是 半 阶 可 道 和 矩阵 ) 时 ,如 
果 & 是 和 的 对 应 特征 值 A 的 特征 向 量 , 则 PE 是 B 
的 对 应 特征 值 A 的 特征 向 量 . 

女 对 二 次 型 f(x ,x, ,x; ) 进行 可 逆 线 性 变换 ,不 
改变 其 和 矩阵 的 秩 , 也 不 改变 其 正 惯性 指数 (或 负 惯 
性 指数 ) 的 值 . 

太 矩阵 方程 4X = 了 万 (*) 
的 解法 如 下 : 

当 4 可 逆 时 ,和 = 4A-1B. 

当 4 不 可 道 时 ,对 式 (* ) 的 增 广 矩阵 (4 : B) 
施行 初等 行 变换 ,成 为 (C : D) (其 中 C 是 阶梯 形 矩 
阵 , 且 每 个 非 零 行 的 最 靠 左边 的 非 零 元 素 都 为 1). 
由 此 可 以 算出 4x = 0 的 一 个 基础 解 系 志 ,é,,…,é,， 
记 y = CE +Ce +…+CE(C,C,，…,C. 是 任意 
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常数 ) ,也 可 以 算 各 个 方程 组 Ax = B ,Ax = DB …， 
Ax = B,( 其 中 Bi,B,,…,B, 是 B 的 所 有 列 向 量 ) 的 
特 解 x ,yy ,… ,7y, 则 
KK=(Y+Y, VY+Y,, ,y+,) 
(Ci,C,,…, CG, 都 是 任意 常数 ). 

太 应 当 注 意 . 当 两 个 nn 阶 矩阵 4 与 BB 有 相同 的 
特征 值 时 ,它们 未 必 相 似 ;但 是 当 4 与 有 相同 的 特 
征 值 , 且 都 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 时 ,它们 必 相 
似 . 























去 对 于 nn 阶 矩 阵 4 的 伴随 矩阵 A4” ,应 记 住 以 下 
常用 的 性 质 : 

(i) 4"4=A44”= |4 |E，(E, 是 n 阶 单位 
和 矩阵 ) ; 

(i)4” = |4|14” ( 当 A4 可 道 时 ); 

(ii) |4° | = |4|” (n>1); 

(iv) (X44)”= A 4” (A 是 常数 ); 

(v) (4')” = (4°)'; 

(vi) (4B)”=B*A* (B 为 n 阶 和 矩阵 ). 

六 当 @ = (a ,qa,,a)' 时 ， 

Qa 为数, 而 qa" 是 三 阶 实 对 称 矩 阵 , 且 














ci 当 为 非 零 向 量 时 ， 
" Lo， 当 @ 为 零 向 量 时 . 


友 两 个 向 量 组 与 了 等 价 的 定义 是 :如 果 I 
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与 了 可 相互 线性 表示 , 则 称 工 与 工 等 价 . 

交 以 下 结论 值得 注意 . 

设 4.8 都 是 ” 阶 矩 阵 , 则 它们 相似 的 必要 而 非 充 
分 条 件 是 A,B 具有 相同 的 特征 多 项 式 ，; 

设 A.B 都 是 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 它们 相似 的 充 
分 必要 条 件 是 4,B 具有 相同 的 特征 多 项 式 . 

太 判别 n 个 维 列 向 量 组 @ ，o ，…，a， 的 线 
性 相关 性 的 快捷 方法 是 , 构造 矩阵 4 = (al ,a,,…， 
w, ) , 则 

当 |4 | = 0 时 ,ai ,am,…，w, 线性 相关 ; 

当 |4 | 关 0 时 ,mw ,a%，…， %, 线性 无 关 ， 

丰 设 4 是 于 阶 和 矩阵 , 则 

n, rr(A) =n, 
r(4 ) = 41，r(4) =n-1, 
0, rr(A) <n-l. 

女 设 4 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 4 可 正 交 对 角 化 ,也 可 
合同 对 角 化 . 当 4 与 对 角 和 矩阵 正 交 相似 时 ,对 角 和 矩阵 
的 对 角 线 上 元 素 都 是 4 的 特征 值 ; 当 4 与 对 角 和 矩阵 
合同 时 , 对 角 和 矩阵 的 对 角 线 上 元 素 末 必 是 4 的 特 
征 值 










































































太 求解 矩阵 方程 是 计算 向 量 组 之 间 线 性 表示 
式 的 有 效 方 法 . 如 果 4 是 可 逆 和 矩阵 , 则 矩阵 方程 
AX =B 可 直接 获 解 
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三 = 47B. 

女 关于 和 矩阵 秩 的 公式 : 

(i) 设 4 是 mxn 和 矩阵 , 则 r(4) < min|m,n|. 

(这 ) 设 4,B 都 是 m xn 矩阵 , 则 r(A4 +B) = 
r(4) +r(B). 

(下 ) 设 A,B 分别 是 m xn 与 n xm 算 阵 , 则 

r(4) +r(B) -nr(AB) < min|r(A),r(B)|. 

太 两 个 结论 : 

( 1 ) 实 对 称 和 矩阵 不 仅 可 以 相似 对 角 化 ,而 且 可 
以 正 交 相似 对 角 化 与 合同 对 角 化 . 

(下) 当 7 阶 矩阵 满足 K4) = 0( 其 中 f(A4) 是 
4 的 多 项 式 ) 时 ,A 的 特征 值 只 可 能 是 方程 (和 A) = 0 
的 根 . 

去 向 量 空间 维 数 的 概念 是 : 

设 了 是 向 量 空间 . 如 果 存 在 n 个 线性 无 关 问 量 
组 @ ,a ,…,a, ,使 得 V 中 的 任 一 向 量 都 可 由 这 一 向 
量 组 线性 表示 , 则 称 V 的 维 数 为 n. 

去 应 该 记 住 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 7( 和 A) 的 随 
机 变量 X 的 数学 期 望 与 方差 .EX = DX = A. 

nn 元 非 齐 次 线性 方程 组 4x = 5 有 了 唯一 解 的 充分 
必要 条 件 是 r(4) = r(4) =n( 其 中 4 = (4 :5) 是 
增 广 矩阵 ) ,有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 r(4) = 
r(A) <n. 
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让 设 有 二 次 型 Fa) = XxX Ax(x =(x, 
2 ,4 是 nn 阶 实 对 称 和 矩阵 ), 则 以 下 两 点 值得 














( 1 ) 当 利 用 正 交 变换 x = Qy(y = (y1,y,,…， 
y,)") 将 /化 为 标准 形 f = Ay? + 和 + + 
时 ,A ,A,,…,A, 都 是 4 的 特征 值 ; 

(站) 当 利 用 可 逆 线 性 变换 x = Py 将 f 化 为 标 
准 形 f = diy? + dy +… +d,y 时 ,di,d,,…,d, 未 
必 是 4 的 特征 值 . 

友 设 Qi ,@,,…,Q@,;B1,B,;,…,B, 是 n 维 向 量 空 
间 R" 的 两 组 基 , 则 称 满足 (B61,B,,…,B,) = (ai， 
oa )4 的 n 阶 矩阵 A 为 由 基 @ ,a,,… ,a 到 基 
Bi,B;,，…,B，, 的 过 渡 矩 阵 .4 是 可 道 和 矩阵, 4"! 即 为 
由 基 B , B,;,…, PB, 到 基 @ ,o ,…,a, 的 过 渡 和 矩阵 . 
去 设 M1 ,M, 都 是 方 阵 , 则 





























M, OY 120 | Mr 0 ] 
0 M) 0 [IM 3 
O MY 0 | 20， “| 
M 0) \Im|m: 0 ， 
M, PY 1a0 |M* -MrPM; 

0 M) 0 |M, | M: | 
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EC ES O ] 
2 M, - M; OM IM, |M; 


女 设 &,n 都 是 nn 维 非 零 列 向 量 , 且 E'y = a 天 0. 
记 4 = ?12 , 则 : 

(1)rA)=1; 

(下) 4 只 有 一 个 非 零 特征 值 A = a. 

(证 ) 要 判定 n 个 n 维 列 向量 @ ,ao ，…,a, 的 线 
性 相关 性 ,如 果 这 个 向 量 的 元 素 是 具体 的 数字 ,其 
快捷 方法 是 构造 矩阵 4 = (@,@,,…,Q@,)， 当 
14| 关 0 时 ,aaa, 线性 无 关 ; 当 |4A|= 0 时 ， 
am ,，…,a, 线性 相关 . 

六 不 等 式 : 

设 A,B 都 是 m xn 和 矩阵 , 则 r(A +B) 过 r(4) + 
-(B). 

设 A,B 分 别 是 s xn 与 n xm 和 矩阵 , 则 
r(4) +r(B) -nr(AB) < min|lr(A),r(B)|. 
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概率 论 与 数理 统计 


女 13. 各 类 随机 事件 概率 的 计算 











随机 事件 的 概率 通常 应 用 以 下 公式 计算 : 

















(1) 逆 事 件 概 率 公 式 ( 逆 概 公式 ) 
P(A)= 1 -P(A). 
(2) 加 法 公式 
P(A UB)= P(A) + P(B) - P(AB), 








特别 当 4，B 互 不 相 容 时 ，P(4 U B) 





P(A) + P(B). 





P(AUBUC)= P(A) +P(B) + P(C) 
P(AB) - P(AC) - P(BC) + P(ABC), 





特别 当 4, B, C 两 两 互 不 相 容 时 , P(A4U BU C) 


P(A) + P(B) + P(C). 
(3) 减法 公式 
P(A -B)= P(A) - P(AB), 





特别 当 B C 4 时 , P(4 - B)= P(A4) - P(B). 





(4) 乘法 公式 

P(A)P(B|A), P(A) > 0， 
P(B)P(A|B), P(B) > 0. 
(5) 全 概率 公式 


P(4B) = | 





.53. 


ll 


ll 


F B 有 关 的 完全 事件 





设 4 ,4, ，…, 4, 是 与 事 伯 

组 , 且 P(4,) > 0(i = 1,2,…,n), 则 
P(B)= SP(A:)P(B |4.). 

但 是 在 考题 中 出 现 的 往往 是 计算 由 随机 变量 
表示 的 随机 事件 的 概率 ,此 时 不 仅 需 应 用 以 上 的 公 
式 , 更 需要 利用 随机 变量 的 分 布 函数 、 概 率 分 布 
(或 概率 密度 ). 

太 14. 各 种 概率 密度 的 计算 
一 维 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 计算 


14.1 
设 X 是 连续 型 随机 变量 , f(x) 与 f(x) 是 它 的 


概率 密度 与 分 布 函 数 ， 则 
dF(x) ee Pe 
mc 在 F(x) 的 可 导 点 处 ， 






























































0， 其 他 . 

14.2 ”二 维 连续 型 随机 变量 的 各 种 概率 密度 
的 计算 

变量 , /(x, 7y) 与 





设 (X, 了 ) 是 二 维 连续 型 随机 变 
F(x,y) 是 它 的 概率 密度 与 分 布 函数 ,， 则 
9 了 在 F(x,y) 可 二 阶 偏 导 的 点 处 ， 


flx, 7) = | Xx0 7 
0， 其 他 . 


(对 ,7 了 ) 的 边缘 概率 密度 : 


. S4 . 


es Xu 
(X，D) 的 条 件 





2 


> 





Dey, HAN = | fx, Pe 
概率 密度 : 





f(y) zx0 的 任意 y 有 所 v(x | 7)= 帮 2 于 


fy(7) “ 


生产 (x) 关 0 的 任意 x 有 fy |x(y | 7)=AS 0. 


fr(x) 


太 15. 常用 样本 统计 量 分 布 的 计算 


15.1 常用 分 
(1) 正 态 分 布 


Nu 0 ) 是 以 ,0 为 参数 的 正 态 分 布 ， 当 


布 








和 ~N, oo) 时 ，EXE =，DX= ao. 


(2)XX 分 布 
设 XX ,XX,，… 
1 ) 的 随机 变量 , 则 





, 艺 是 相互 独立 且 都 服从 N(0， 














了 = 有 恕 + 慰 +…+ 避 ~x(n)( 即 自由 度 为 n 的 闻 分 








布 ), 并 且 EY=n， 





DY =2n. 








(3) 1 分 布 
设 随 机 变量 X~ 





N(0, 1),Y~x(n), 且 X 与 Y 











立 , 见 FE 刀 ) (县 由 拔 为 n 了 
相互 独立 ， 则 有 i(n)( 即 自由 度 为 n 的: 


分 布 ). 
(4) 下 分 布 
设 随机 变量 











~xX (ni), 了 ~ ~X (nn,), 且 X 与 Y 
。5SS . 


相互 独立 ， 岂 F=F - 
ni, rm 的 下 分 布 ). 

15.2 常用 样本 统计 量 分 布 的 计算 

(1) 一 个 正 态 总 体 情形 

设 简 单 随机 样本 X ,XX,，…, XX, 来 自 正 态 总 体 
~N(4, oo). 记 


Y = 工 >x( 样 本 均值 )，8 = 


FCn，m)( 即 自由 度 为 














1 
nl 
Xk Neo, 1). 
Oo/ Nn 
—1)S? 1 < 二 > 
a = 二 > XX- Xx) ~xn- 1), 
Oo 0 i=1 








六 0X- 避 *( 样 本 方差 ),， 则 Y ~ (po, 呈 ) 


即 





志 立 志 = 
xX- 
S/n 
(2) 两 个 正 态 总 体 情形 
设 简单 随机 样本 匀 ,和 %，…, 各 与 页， 态 ， 

J Y, 分 别 来 自 相 互 独立 正 态 总 体 X ~ VC ， ol) 

和 了 ~ NC， 2 记 

。S6 . 





~i(n—1). 











则 


本 














[(n -1)S + (nm -1)5], 








~F(n -1,n,—-1). 


六 16. 点 估计 量 的 计算 与 评判 

16.1 点 估计 量 的 计算 

设 总 ,六 ，…, 马 是 来 自 总 体式 的 简单 随机 样 
6 是 总 体 的 未 知 参 数 . 

(1) 和 抢 估 计量 的 计算 方法 

6 的 矩 估 计量 通常 按 以 下 方法 计算 : 

计算 EX, 并 令 EX =X, 由 此 算出 的 0, 即 为 9 














的 矩 估 计量 4 








(2) 最 大 似 然 估 计量 的 计算 方法 
设 X ,XX ，…, 针 ,的 观察 值 为 x x,，…， 


构造 似 然 函 数 
L(0)=f(x1; 0)f(xs; 0)**f(x,; 0) 
(其 中 f(x,; 9 是 X 的 概率 密度 ). 
对 lnL(0) 求 导 ， 人 时 全 =0, 解 此 方程 
得 到 909=0(x ,x,;，…, x,). 将 其 中 的 x ,x,，…， 
x, 对 应 地 换 成 已 , 已 ，…, 六, ， 即 算得 9 的 最 大 似 
然 舍 计量 4. 
16.2 点 估计 量 常用 的 评判 标准 
(1) 无 偏 性 
设 9 是 总 体 未 知 参数 9 的 估计 量 , 如 果 60 =0， 
则 称 9 是 9 的 无 偏 估 计量 . 
(2) 有 效 性 
设 0,, 是 总 体 未 知 参 数 6 的 两 个 无 偏 估计 


量 , 如 果 D(9,) <D(9,), 则 称 9, 是 比 9 有 效 的 估 
计量 . 


概率 论 与 数理 统计 通关 技巧 


太 计 算 服 从 正 态 分 布 VC&，o2 ) 的 随机 变量 区 
的 概率 等 问题 时 ， 总 是 将 标准 化 : Y=， 
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则 XO~N(0, 1). 

六 二 维 正 态 分 布 的 以 下 性 质 是 常用 的 : 

(i) 当 CX, Y) ~ Np, tp, ot, 02, Pp) 时 , 
X~Np, 01), Y~N(p,, 02). 

(六 ) 当 (X, Y) ~ Np, tp, ot， 02, Pp) 时 , 
与 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 p =0. 

( 道 ) 当 X 与 Y 相 互 独立 , 且 X~N(4,， 0?)， 
Y~N(j,，0;), a,b 是 不 全 为 零 的 常数 时 ， 
aY+b7~NCau +by,, a go? + bo)). 

(iV) 当 (X, Y) ~ Np, pp, 01, 02, p), 
wa, 是 不 全 为 零 的 常数 时 ，aoX+b7 ~ NOCau + bh,， 
aol +b 0 +2abpolo， ). 

太 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
flx, y)(-o<x<+to， -oo<y<+ol)， 则 
Z=aX+bY+c(a, b,c 是 常数 ) 的 概率 密度 为 


当 5#0 时 , fy(z)= | 下 本 生生) 























当 az0 时 ， 户 (= (Ss, yy 
特别 有 
Zi =X+Y 的 概率 密度 f(z)= 


[Ax, z—%) dx = mn f(z-y, y)dy; 
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Z =X- 了 的 概率 密度 f(z)= 
I'm f(x, x—z)dx= 网 f(z+y, y) dy. 

太 随 机 事件 概率 计算 中 的 公式 : 

道 概 公 式 ”P(4)=1 -P(4). 

加 法 公式 P(A4UB)=P(4) +P(B) -P(A4B)， 
特别 当 4 与 B 互 不 相 容 时 , P(AUB)= P(A)+ 
P(B). 

减法 公式 P(A4 -B)=P(4) - P(4B)， 特别 当 
BCA 时 , P(A -B)=P(A) -P(B). 

P(A)P(B |A), P(A) >0， 
P(B)P(A |B), P(B) >0. 











乘法 公式 pop)-| 


全 概率 公式 P(4)= 六 P(B,)P(4 |B), 其 
中 B,，B,，…，B, 是 样本 空间 0 的 一 个 划分 ， 且 
P(B,) >0(=1，2，.…，7). 

女 设 X, 了 是 随机 变量 ， 则 碟 与 了 不 相关 时 ， 
Cov(x, y) =0, 但 对 与 Y 未 必 相 互 独立 . 

太 评 判 总 体外 分 布 中 的 未 知 参数 9 的 估计 量 6 
的 常用 标准 是 : 

( i ) 无 偏 性 如 果 E(9) = 9， 则 称 9 是 9 的 无 
偏 估计 量 . 

(站 ) 有 效 性 如 果 0， 都 是 9 的 无 偏 估 计 

。 60 . 























量 , 则 当 D(b) <D(0) 时 ， 称 入 是 较 负 有效 的 
佑 计量. 
设 X, 了 是 随机 变量 , 如 果 存 在 常数 a, b, 使 得 
P(Y=aX+b) =1, 则 X 与 Y 的 相关 系数 为 
oe 向 当 a > 0( 此 时 称 与 Y 正 向 关 )， 
-1， 当 a < 0( 此 时 称 X 与 Y 负 相关 ). 

女 要 熟练 掌握 服从 二 维 正 态 分 布 的 随机 变量 
(X， 了 ) 的 性 质 : 

(i) 设 (X,， YY 了) ~NO om op)， 则 
X~Np, 01), Y~N(p,, 03). 

(ii) 设 (X,，Y) ~N(p, py，0?，03,，P)， 则 
了 与 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 p =0. 

(证 ) 设 (X,，Y) ~ NO py，01， op)， 则 
aX+bY ~ N(apy + bu,, a’o? + bo? + 2abpo,o, ) 
(其 中 a, 5 是 不 全 为 零 的 常数 ). 

(iv) 设 X~NO，ot),， 7~N，o)， 且 
相互 独立 , 则 ao+pb7~NOCaou +b, a of+ 
bo?) (其 中 a,b 是 不 全 为 零 的 常数 ) ， 且 (X， 
Y) ~NOA pa, 01, 07, 0). 
通常 ， 当 具有 正方 差 的 随机 变量 XX 与 Y 相 互 
独立 时 ， 必 不 相关 ; 但 反之 未 必 正 确 ， 而 当 ( 工 ， 
7) 服从 二 维 正 态 分 布 时 , 蕊 与 了 相互 独立 的 充分 
必要 条 件 为 X 与 Y 不 相关 . 
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女 两 个 结论 : 
( i ) 设 X~N(， 0 ), Xl， 和 ， 
自 X 的 一 个 简单 随机 样本 ， 则 


1 ~ 2 2 1 y\2 
Cp a CO 


妇 ( -1) ,其 中 是 样本 均值 ; 

(站 ) 设 X~xX(n), 则 EX =n, DX=2n. 

交 设 XX ，X,,，…, XX, 是 来 自 总 体式 的 一 个 简 
单 随机 样本 ， 其 均值 为 X， 方差 为 5， 则 
DX 

克 设 ,了 独立 同 分 布 ， 且 的 分 布 函 数 为 
F(x)， 则 U=max|X， 关 与 V=min|X，Y| 的 分 布 
函数 分 别 为 成 (x) 与 1-[1-F(x)]*. 

六 设计 ， 多 ，…，X， 是 来 自 正 态 总 体 
N(A，o ) 的 简单 随机 样本 ， 则 它 的 均值 X 和 方差 
S 有 以 下 性 质 : 


( i) x~N(n, 到 小 (n-1)S ~x (n-1), 
并 且 X 与 S* 相互 独立 . 


(ji) EX =, DX=©, E(R)=E +p. 
n n 


> XX 是 来 











EX=EX, DX= ES’ = DX. 






































(i) BCS)=07, DCF)= 2 


nl 
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